OTBeThI HA IK3aMEeHALMOHHBbIE BONPOCHI 110 MAaTAHAJIN3Y
1.ITonsiTne MHOXKecTBa. Oniepaliuy Hajl MHOKECTBAMHU.
[To MHOXECTBOM OHMMAETCSI COBOKYITHOCTD 3JIEMEHTOB (0OBEKTOB) TOM MM MHON MPUPOABI.

MHuoxecTBa O00BIYHO 0003HAUalOT OONBIIMMU OyKBAaMU JIATHHCKOTO WU JAPYToro

A4,BX.T.Q @.bxy,0

aJI(l)aBI/ITaI .., d 3JICMCHTHI MHOKCCTBa MaJIbIMU 6yKBaMI/I

Eciu onement ¢ npuHamiexuT MHokecTBy A, to mmmyr 4€4 . Ecim ¢ me

TIPHHAIEKUT MHOKECTBY 4 , TO 3aIiCh 9TOT0 yTBep K AeHus umeeT Bug ¢ €4

MuoxectBa 4 u B HaspBarorcs PABHBIMH, C€CJIM OHHU COCTOAT M3 OAHHUX M TEX KC

3JIEMEHTOB , TO €CTh paBeHCTBO A =B o3Hauaer, YTO OAHO U TOKE MHOKECTBO 00O3HAYEHO
pa3HbIMH OyKBaMH.

CYHIGCTByeT JBa OCHOBHBIX crocoba 3aJlaHds MHOXKECTBa. Ecau 3IeMEeHThI MHOXKECTBA

A= {a, b, c,...}

MOTYT OBITE NEPECUUCIICHBI, TO TAKOC MHOKCCTBO 3aIllMCBIBAIOT B BU/IC . OJTa 3ammch

a,b,c

O3Ha4YacT, YTO MHOXCCTBO A COCTOWT W3 IIEMEHTOB H BO3BMOXXHO CIIIC KAKUX-TO APYT'HX.

A={,1,1 1}
Cnucok »1€MEHTOB MOXET ObITh M OeckoHEeYHbIM. Hampumep, MHOXKECTBO 72248

1 1 1
laiazag

Mroxecrso V=12 3,--.,n,...}’

COJICP)KUT YETHIPE DJIEMEHTA: rme " — uenoe
MIOJIOKUTENIFHOE YHCIIO, COCTOUT M3 OSCKOHEYHOI'O YHCIIa YIEMEHTOB. ECIIM MHOKECTBO COCTOUT

n3 3JICMCHTOB 4; , ITI1€ HHACKC i MNPUHHUMACT 3HAYCHUA N3 HCKOTOPOTI'O MHOXKXCCTBA U , TO €TI0

A= {a ; } U
3alIUCBHIBAIOT B BUJE iU

Ecnu MHOXECTBO A COCTOHUT U3 3JICMCHTOB, 06Ha[[aIOH_[I/IX OIpeaACICHHBIM CBOI>'ICTBOM, TO

A= {a | CBOMCTBO 2JIEMEHTOB }

€ro 3aluChIBAIOT B BUIE , Tme B (UTYypHBIX CKOOKax Tmoclie

BEPTUKAJILHON 4epThl yKa3bIBAlOT JIaHHOE CBOWCTBA 3JIEMEHTOB MHOXecTBa. Hampumep, eciu

MHOkecTBO 4 — 93T0 OTPE30K [a’ b] ( a<b ), TO €CTb MHO>KCCTBO BCCX HeﬁCTBHTeHBHBIX YHCCJI

X | YHOBIETBOPAIOMHX HepaBeHCTBY ¢<X<b 1o (hopma 3ammcu mMuoxkecTBa 4 HMeeT BUA

A={xeR|a<x<b}

A={xeR|x* -3x—-4=0}

IIpumep. 3anuch 03HAYAET, YTO MHOXeCTBO 4 cocrouT W3

o 2 _ g
BeIIECTBEHHBIX KOPHEil KBa[paTHOTo ypaBHerus ¥ —3%x—4=0 1gectp 4=1714}

HyCTLIM MHOKECTBOM HA3bIBACTCA MHOXCCTBO, HE COACPKAIICC HU OAHOIO 3JICMCHTA.

OHo 0603Ha4aeTcs cuMBooM 9 |



MuoxkectBo 4 Ha3bIBaeTCS MOAMHOKECTBOM MHOXKECTBA B | ecu Kaxablii d1MeMeHT
MHO)KecTBa A npuHAmIeKHT MHOXKECTBY B . B stom cinyuae mummyr 4 < B . Tlocnenniorno

3allUCh MOXXHO IMPOYUTATh U TAK: MHOXKCCTBO A 3aKJIFOYCHO (CO,Z[Cp)KI/ITC}I) B MHOXXCCTBEC B .

Ecu A<B u BC A | 1o Kaxablil DIEMEHT MHOXKECTBA 4 TIPHHAIIEKNT MHOKECTBY B |
a KaKIbIi dIeMEHT MHOKecTBa B mpuuagnexut muoxectBy 4 . ClieqoBaTenbHO, MHOKECTBA

A y B cocTosT U3 ONHUX U TEX e MEMEHTOB, To ecTb 4 =B |

Onepauuu HaJ MHOXKECTBAMH

ITycts 4 u B — npousBosbHbIE MHOKECTBA.

Oﬁ"beI[I/IHeHI/IeM NI CyMMOﬁ MHOXXCCTB A nu B Ha3bIBACTCsA MHOXCCTBO c , COCTOAIICC

U3 BCEX DJIEMEHTOB, IPUHAIISKALNIMX XOTA Obl omHOMY U3 MHOKecTB 4 u B . OObenunenue

MHOXCCTB A n B 0003HaYaECTCs CHMBOJIOM Al B .

HepecequHeM MHOXCCTB A u B Ha3bIBACTCs MHOXCCTBO c , COCTOAIIECEC N3 BCCX JJICMCHTOB,

INpUHAJICKAIUX KAK MHOXCCTBY A , TaK 1 MHOXXCCTBY B , HepecequHe MHO)kecTB 4 u B

0003HavaeTCs qcpes AU B .

Pasnoctbio MHOkecTB 4 u B  HazpiBaeTCs MHOMXKECTBO c , COCTOAIICC H3 BCCX

5JIEMEHTOB, MHOKECTBA 4 , HE NPUHAMIEKAIMX MHOXKECTBY B . PasHOCTh 0003HaYaeTCs Kak

A\B

Ecmu Bc A4, 10 pasnocts 4‘\B wHaseiBaeTCs mOMOJIHeHHMeM MHOXecTBa B 110

MHOKecTBa 4 1 0603Hauaercs B4 .

JIist HAIISAHOCTH MHOXKECTBA HEPENKO H300paXaloT B BHUIE HEKOTOPOH COBOKYIHOCTH
ToyeK Ha ImIockoctu. Ha puc. la m3oOpaxensl mHoxkectBa 4 wm B, ma puc. 16 — mx
00beMHEHNE, Ha pHUC. 1B — mepeceueHne MHOKecTB 4 u B, ma puc. Ir — pasHOCTb

muoxects 4 u B mapuc. 11 — nononmsenne mHokecTBa B 1o muoxkectsa 4 .



o W (o

a) 6) AN B B) AW B

r)A\B 0 B

Puc. 1

A | rne smauemms K 00pa3yoT HEKOTOPYIO

N 4
k
COBOKYMHOCTh MHIEKCOB <2 . OfbeauHeHneM +<@ MHOMkecTB ¢ maspBaercs MHOKECTBO,

HYCTB 3agaHa CHCTEMAa MHOXCCTB

COCTOAIICEC M3 BCCX DJJICMCHTOB, IMPUHAMJICKAIINUX XOTA OBl OJHOMY U3 MHOKCCTB Ak .

N A4
k
Ilepeceyennem +<© = MHOXKeCTB Ax maspBaercs MHOJKECTBO, COCTOSAIIEE U3 BCEX DJICMCHTOB,

MPUHAJICKITHUX OAHOBPEMEHHO BCEM MHOXKCCTBaAM Ak .

A={xeN|2<x<6} B={xeN|l<x<4} C={xeN|x*-4=0

Ipumep. Ilycts , TIe

N MHOXXCCTBO HATYPAJIbHBIX YHUCCIIL. Torga

A={3,4,5.6} B={2.3} C={2}
AW B=AW C=AN BN C={2,3,4,5,6}, BN C:{2,3}’
AU B={3} A8 C=A40BEC=0 BNC={2}
A\B={4,5.6} B\A={2} 4\C=4 C\A=C B\C=C,=03}

2. Monsitue pyukuuu. QObdaacts onpenenenns. Qoaacty 3Hadennii. Cnoco0bl 3a1aHus
¢yuxuuu. Ilpocreiimue 3;1eMeHTapHbIe QYHKIMH.
HonsaTne pynxkuumn



Eciu Kak[IoMy 3HAYCHHIO HEPEMEHHOH * M3 HEKOTOPOr0 MHOMKECTBA )
CTaBMTCS B COOTBETCTBHUE II0 U3BECTHOMY 3aKOHY €IMHCTBEHHOE YMCJIO 7 , TO TOBOPAT,
ato Ha MHOKeCTBE ) sanana dyrxmus ¥ =Y g Y=7()

[Ipu 5ToM ¥ Ha3bIBAETCSA APIryMEHTOM (DYHKIUH, MHOXKECTBO ¥} _ ofmacreio
sapamns yrxmmn ¥ =/ ) | Uueno ¥, koTopoe cooTBeTcTByeT JaHHOMY 3HAUEHHIO
apryMeHTa ¥, Ha3bIBAa€TCS YACTHBLIM 3Ha4eHHeM (QyHKIMH B Touke ¥ . COBOKYITHOCTb

BCEX YACTHBIX 3HAYCHUN 0Opa3yeT BIIOJIHE OINpPeIeIEHHOE MHOXXECTBO ) , Ha3bIBaEMOE
MHOKeCTBOM 3Ha4YeHU i (QyHKINU.

Dynkmus ¥ J() yaspsaercs wernoit (HeyeTHOI1), eciu 1711 TF0O0TO X M3 OOMacTu
ornpeseneHus: QyHKIMH CIIPAaBEATUBO PABEHCTBO f@)=f(=x) ( J(x)==f(=x) ).

®ynkmus Y T J() yaspaetes MepHOAMYecKOil, eClu cymecTByeT Takoe yncio [ >0
yro ans Joboro X w3 obmacté ompeneneHHus (GYHKIHMHA CIPABEUIMBO PAaBEHCTBO
Jx+T)=f(%) Haumensimee n3 uncen 7 Ha3piBAIOT MepHOTOM ByHKITHHL.

Oyuxmms ¥ =/ () paspaercs orpanmuennoii ma mMuokectBe X | ec cymiecTByer

x) <4
taxoe uncio 4 >0 , 9TO JIs JIroboro X € X CIPaBETMBO HEPABCHCTBO ‘f ( )‘ )

Jis HamIAgHOTO NPEACTaBICHUS O XapakTepe (YHKIHMOHAJIbHOM 3aBHCHMOCTH YacTO
CTpPOAT TpaguKy (PyHKIHH.

I'pagpukom ¢ynxmuun =/(¥)  jaspBacTcs MHOKECTBO TOUeK Ha MIOCKOCTH ©
KOOPJMHATAMHU (x, £ (x)) , Y€ {x}
IIpocredimmmMu  3JIeMeHTAPHBIMH (YHKUMSIMU HA3bIBAIOTCSA CIlEAyIOMNe (QyHKIHH:

_ a _ X _
cremeHHas  ©  ° , mokasarenpHas 0 ¢ | norapupmuueckas Y =log, x

TpUroHOMeTpuyeckue (ymkiuu Y SIMY | Y =C0sx L y=lgx L y=clgxr o oGharHpe

TpUrOHOMETpUYCCKHe  (YHKIMH y =arcsinx , )y =arccosx , y =arctgx , y =arcctgx .

CoiictBa 3TuX (pyHKIMH U ux rpaduku cmotpute B [1] § 5.4.

[locnenoBarenbHOE NpPUMEHEHHE JBYX WM HECKOJNbKMX (YHKUMHA Ha3bIBaeTCs
cynepno3uuue Tux QpyHKIHH.

OyHkuMK, 00pa3oBaHHbIE B PE3YJIbTATe CYNEPHO3UIMH JIByX WJIM HECKOJIbKHX (DyHKIUI

GyleM Ha3bIBATH CJAOKHBIMH (yHKumsmu. Hanmpumep, ciokmas dymkmus Sn(nx)

oOpa3oBaHa B pe3yJbTaTe cynepno3unuu Gyakmmii SINu y U= Inx

JJleMEeHTApHBIMH (PYHKUMSMHU Ha3blBalOTCA (YHKIMH, MOJIY4YEHHBIE B pe3ysbrare
CYNEpIO3UINY MPOCTEUIINX TEeMEHTAPHBIX (PYHKIHIA U apUPMETUIECKUX ACUCTBUI.

3.IHocaenoBareabHocTu. [Ipenen nmocaenoBareabHOCTH. CBOMCTBA CXOASIIIIUXCS
OCJIeI0BaTEeJIbLHOCTEI.
ITocaenoBaTe ILHOCTH

Onpenenenue. Ecnu KaxaoMy HaTypalbHOMY 4YMCIy ! CTaBUTCSI B COOTBETCTBHUE IIO

OMPCACIICHHOMY 3daKOHY HCKOTOPOC BCIICCTBCHHOC YHCJIO T , TO MHOXCCTBO 3aHYMCPOBAaHHBIX



X1 Xgse X

YHUCCII L Ha3bIBAIOT YHUCIOBOM noCJICA0BATCIbHOCTBIO NN mpocCTo

IOCJICA0OBATCIBHOCTBIO.

Yucna T Ha3BIBAIOTCS JJIeMEHTAMH WJIM WieHAMH IocieaoBareabHOCTH. 1o CBOCMY
OIpCaACIICHUIO noCJICA0BATCIbHOCTD COACPIKUT OCCKOHEYHOE MHOXKECTBO  JJICMCHTOB.

Xy3Xgyewn X

[TocnenoBareabHOCTH C AIEMEHTAMU n> 06O3HAYAIOT TAKKe | *n }.

e .
o Ve T 5o { ~ }
Hanpuwmep, " — 3TO IOCJIENOBATENBHOCTh 3 n-1"" [+ (=D a0
nocienosarensHocTh 0, 2, 0, 2, ...

3aMeTHM, YTO YHCJIOBas TOCIEAOBAaTCIILHOCTh SIBSETCS YAaCTHBIM CiydaeM (YHKITHH.

MosxHO CKa3aTrb, 4TO IIOCJICAOBATCIBHOCTH — 3TO (bYHKI_II/IH f N>R

MHOXCCTBC HATYPAJBbHBIX YHUCCII W IMNPUHUMAKONIAAd 3HAYCHUSA N3 MHOXCCTBA BCHICCTBCHHBIX
YHCCII.

, OIIPCACIICHHAs Ha

ITocneoBaTenbHOCTh MOXKET OBITh 3aJaHa C MOMONIBI (POpMyIBI *n =/ , KoTtopas
HaspiBaeTCs  GOpMYJIoii  o0mero 4ieHa mocJjenoBareabHocTu. Hampumep, dopmyna
n—-r
X, = ncos D%

2 3a71aeT [OCIIEN0BATENLHOCTD 1,0,-3,0,5,0,-7,0,...

CymMoii  JIByX MOCIEI0BATEIbHOCTEH ®d w V) nasemacres T10CJIEI0BATEILHOCTD
2.} , BCE IEMEHTHI KOTOPOH paBHEI cymme “n + Vi
Pa3sHOCTBIO JIBYX TOCJIEI0BATEIBHOCTEN T TIOCJIEI0BATEBLHOCTD
e} , BCE BJIEMEHTHI KOTOPOH paBHbI pasHOCTH *n ~ V|
IpousBenenneM  JByX  II0CIEIOBaTeNbHOCTEl bd w U nasemaeres
X

n

oCJIICA0BATCIBHOCTD {Z" } = {x"y”} , YACTHBIM — IIOCJICAOBATCIBbHOCTD {Z” } = n

npu OmnpeaAcCICHUN YaCTHOI0 HYXHO HOTpCGOBaTB, YTOOBI BCE DIIEMEHTHI IOCJICAOBATCIbHOCTHU

, TIpUYeM

) ObUIN OTJIMYHBI OT HYJIS.

Orpaﬂnqem{ble U HEOTPAHUYECHHBIC MMOCJACI0BATCIBbHOCTH

HOCJ’ICI{OB&TGJ’IBHOCTB {x”} Ha3bIBACTCA OFpaHquHHOﬁ, CCJIn HafI,Z[eTCH IIOJIOKHUTCIBHOC
YHUCIIO A TAaKOC, 4YTO I BCECX YIJIICHOB IIOCJICAOBATCIBHOCTU CIHPAaBCAJIMBO HEPABCHCTBO
<4

X,

[MTocnenoBarebHOCTh ) Ha3bIBACTCS HEOTPAHMYEHHOW, eClu s JIIo0oro

IIOJIOXKHUTCIIBHOIO 4YHCJIa A HaﬁHGTCH XOTS OBl OIHMH JJIEMCHT IIO0CJICIOBATCIbHOCTH,

o x |>A
YIOBJIETBOPAIOLINI HEPABEHCTBY "| .

IIpenen mociaenoBaTEILHOCTH



Omnpenenenne 1. Yucno ¢ Ha3pIBaeTCs MPEIEIOM MOCIEIOBATEILHOCTH ) , ©CITH JIJIsI

N(e)

Tr000T0 TOJIOKUTEIBHOTO Yncia € Haiaercs Takod HoMeEp , 3aBHCSIIUN OT ¢, 4TO IpH

n2N pcesneMeHTH *n 3TOM MOCIENOBATENLHOCTH YAOBIETBOPSIOT HEPABEHCTRY

x, —a<e . (1)
ITocnenoBaTenbHOCTD {x n} , UMeEIoIas npenen, Ha3bIBaeTCA cxoasiencs
MOCIEI0BATENbHOCTBIO.
{ } 11m X,
X 0
[Ipenen mocnenoBarenbHOCTH Y'7) 0003HAYAETCSs CUMBOJIOM "'~ . ®paza «mpenen

MOCJIEI0BATEIbHOCTH . paBeH ¢ » 3alKCBIBACTCS CICIYIOLIMM 00pa3oM.

limx, =a
n
n—>0 ,um Y 74 g >0

HepaenctBo (1) o3mHauaer, 49ro, HauuHas c Homepa 1V, Bce OIEeMEHTHI

(a—e,a+¢)
b

IIOCICAOBATCIIBHOCTH HAXOOATCA BHYTPU HHTEpPBAJIa KOTOprfI Ha3pIBAIOT ¢

-OKPEeCTHOCTLIO yucjaa ¢,
Onpenenenune 2. [locnenoBarenbHOCTh o Ha3bIBACTCS CXOMALICHCS, €CIIU CYLIECTBYET

Takoe 4uciao ¢ , UTO B aboi € -OKpE€CTHOCTHU YHCJIa @ HaxoOATCs BCE DIIEMEHTHI ,I[aHHOfI
oCICAOBAaTCIIbHOCTHU, HAYMHAA C HCKOTOPOTO HOMCPA.

HOC.HG,Z[HGG YTBCPIKACHUC O3HAYACT, YTO, €CJIN YUCIIO a — npeaci noCjICa0BaTCIbHOCTH,

TO 3a IpcaciaMu mo0oi ero € -OKPECTHOCTU HAXOAUTCA JIMIIb KOHCYHOC YHCJIO 3JICMCHTOB

I[aHHOf/'I IIOCJIICAOBATCIIBHOCTHU.
[TocnenoBarenbHOCTh, KOTOpAsk HE SIBISIETCS CXOJAIECHCS, HA3bIBAaETCA pacxoasimeics. 13

OIIpCACIICHUA 2 CJICeAYyCT, YTO MOCICAOBATCIIBHOCTDL PACXOAUTCHA, CCINU IJIA JI000ro umciaa 4

HaiieTcst ero € -OKpeCTHOCTb, 3a MpeleiaMiu KOTOPOH JISKHUT OSCKOHEYHOE YHCIIO DJIEMEHTOB
MOCJIEIOBATEILHOCTH.

n+1
X, =
IMpumep 1. Jloxazars, 4To mpeAea NOCIEA0BATEIBHOCTH n  paBeH l.
X, — 1‘ =l—<¢
[Iycth € — mpoOU3BOIBHOE MOJIOKUTENBHOE YHCIO. 3aMETUM, YTO " npu

1 1
BCEX ¢ . Torna 3a Homep vV MOXHO IIPHHATH HATYPAIbHOE YHCIIO & , e —
1

1enas 4acTh yncia € . HOCKOJ'IBKy JJI1 IIPOU3BOJIBHOI'O YUCJIa € MBI CMOINIH OIIpCACIINTL HOMEP

o1
lim—=
TO n—»0 n

x?l

N y n>N -l|<e
TakKoOu, 4To HpI/I BCEX CHpaBeI[JII/IBO HepaBeHCTBO ,

. nmw
S —
2

IIpumep. /Joka3zars, 4TO MOCIENOBATENBHOCTD { } pacxoauTes.

JeicTBUTENBHO, JaHHAs IMMOCICAOBAaTEIBHOCTh — 3TO IocienoBareabHocTh 1, 0, -1, 0, 1,

0, -1, ... Ilycts e=01 Ecnu, uncno ¢ mpUHAIJICKUT UHTEpBAIY TO B ¢

-OKPCCTHOCTL OJOTOIr0 4YuCja IMMONaAgyT JWIIb YICHBI MOCICAOBATCIBHOCTH, PAaBHBLIC HYJIIO, a



OECKOHEUHOE YHCIIO WICHOB, paBHBIX 1 winu —1, okaxkyTcs 3a npegenamu € -okpectHocTH. Eciu

yucno ¢ npunaanexut uHtepsaiy (0,9;1,1) umu (-1,1;-0,9), To 3a npenenamMu € -OKpeCTHOCTH
3aBEIOMO OKaXXYTCsI BCE HYJIEBbIE WICHBI OCIEA0BaTENILHOCTH. [Ipy BceX ocTanbHBIX 3HAYCHUSAX

qucna 4 IpHu JOCTATOYHO MAJIbIX 3HAYCHUAX €pé¢ -OKpCCTHOCTDb HC IOMaJACT HXU OJHOT'O YJICHA
IOCJIICAOBATCIIBHOCTH. Hrak xakoe OBl 4uciao ¢ MBI HE B34JI4, HJIsd 3aJaHHOI'O € HaﬁHeTCH
OCCKOHEYHOE YHCJIO JJIEMECHTOB MOCICAOBATCIIBHOCTH, HE MPHHAICKAIIUX € -OKPECTHOCTHU

yuciia ¢ . CJ'IG)IOBaTGJ'II)HO, paccMmarpuBacMas MoCJICA0BATCIIbHOCTD paCXOaAUTCA.

4. Ilpenes pyHkuun.

IpenenbHoe 3HaueHne GyHKIUU mpu * = © | X —=>+0 y X — =00

Bynem cuutarh, 4to oOnacte 3amaHus (YHKIHH J () HMEET XOTSA ObI OOMH DJIEMEHT,

(=4, 4]

JISKAIIUH BHE OTpPEC3Ka , JJIA TH000T0 MOJOKUTENBHOTO yrcaa 4 .

Onpenenenne (mo Komm). Yncno ° maswiBaercs mpenenoM (yHKIHH f(x) npu

X =% " ecnn I T000TO IOJIOKHUTEILHOIO Yhciaa € HalJeTcs Takoe MOJIOKHUTENHHOE YUCIIO
A o X |x| >A
, 4TO AJId BCEX 3HAYCHHU apryMeHTa q)YHKHI/II/I 5 y,HOBJIeTBOpHIOH_II/IX YCJIOBI/IIO N
|f(x)—b|<e
CIPaBETMBO HEPABEHCTBO .
B nokazarenbcTBaX HEpeAKO YAOOHEE IMOJIB30BaThCS JPYTUM  SKBUBAJICHTHBIM
OTpeIeTICHUEM TIPEICTLHOTO 3HAYCHHMS.

Onpenenenne (mo Teiime). Yncno P wmaswBaercs npemenom QyHKIHHM f(x) npu
X =% " ecau Juis  IH000M OECKOHEYHO OONBIION IIOCIIEN0BATEILHOCTH {xn} 3HAYCHUMI
aprymMeHTa (QYHKIMH COOTBETCTBYIOLIAsl MOCIIEAOBATEIbHOCTh TACH) 3HaYeHUN (QyHKIUU

cxomuTes K D .
1

fx) ==

o 2
Ipumep. Haiinem mpenen ¢GyHKIUN x npu X7, Ilycts EA

Mpou3BOJbHAsE OECKOHEYHO OojblIas MOCHEA0BaTeNbHOCTh. Torga  COOTBETCTBYIOLIAS
1

.f(xn):_z

xn

MOCJIEIOBaTEeIbHOCTh  3HAUYCHUM (I)yHKI_[I/II/I SBISETCS OCCKOHEYHO MAJIOH.

lim £ (x) = lim — =0

p n—o0
CrnemoBaTenbHO *n

Mpumep. Tokakem, uro dymxmus 7 =S¥ e yveer mpemena mpu X = .

JleCTBUTENEHO, 11l OECKOHEYHO OOJNBIION IOCIIeI0BATEILBHOCTH *n = 2nn COOTBETCTBYIOIIAS

f(x,)=cos(2nn) =1

MOCJIEA0BAaTEILHOCTh 3HAYCHUM (byHKI_II/II/I CXOOUTCA K 1. O,Z[HaKO JJIsA

T
x' =2m+=

Ipyroi  OECKOHEYHO OONBIIONH  MOCIEI0BATeIbHOCTH 2 COOTBETCTBYIOIIAS



fx)= cos(27m + gj =0

OoCJIICA0OBATCIBHOCTD 3HAYCHUI (I)YHKI_II/II/I CXOOUTCA K 0.

(x)=cosx

CrnenoBarensHo, mpenen GyHKIUN / npu * % He CylIecTByeT.

Chopmynupyem omnpeneneHue mnpezena (QyHKUMUM MPH CTPEMIICHHH aprymeHra X K

KOHCYHOCTHU OMNPCACIICHHOT HakKa, T Tb IIPHU nu . JICJIbHBI HAYCHU A
OECKOHEYHOCTH OMNPENEIIEHHOIO 3HaKa, TO €C X—=>+0 yg X0 TIpene € 3Haue
(GYHKIMH B 9THX CIy4asX MOI'YT OKA3aThCs Pa3IuUHBIMH.

Onpenenenne (mo Teiine). Yncno P wmaswiBaercs npemenom (yHKIHHK f(x) npu

X240 (X=2>=0) ecnm g 000 OECKOHEYHO OOJIBIION ITOCIIEI0BATEILHOCTH e}
3HAaYEHUH apryMeHTa (QYHKLUWM, D3JIEMEHTbl KOTOpPOW, HayMHasi C HEKOTOpOro HOMeEpa,

TIOJIOXKHUTCIbHBI (OTpI/II_[aTe.HBHBI), COOTBCTCTBYIOIIAA ITOCJICAOBATCIBHOCTD {f(x” )} 3HAYCHUI

dynxmm cxomutesa k 0 .
Sfx)=
Ipumep. Haiitn mnpenenvHble 3HAYEHUS (QYHKIHH A+l oqgpp X240 g
X—>—00
y Ha puc. 1 mpuBenen rpadux 3amaHHON (QyHKIUH. MBI

7 BUANM, 9T0 npu X > T° rpaduk (QyHKIHH TPUOIMKAETCS K

/ ,  TIpAMOi =1 ampu *>-° — x npamoit ¥ =1 . Tlokaxen,
| 0 \ lim f(x)=1 lim f(x)=-1
-20 10 10 2 gro xo+e g o

[Iyctp (E2% - MPOU3BOJIbHAST OECKOHEUHO Ooblas
MOCJEI0BAaTeIbHOCTh, BCE O3JEMEHThl KOTOpPOM, HayMHasi C
HEKOTOPOTO HOMEPA, MOJIOKUTEIbHBI. Torz[a

lim f(x,)=lim —— 1 _ lim = lim

n o0 n—o0 n—>w0 n—>0
Puc. 1 Vx ] Ml+l/x w/1+1/x

Ecnu Bce wieHbl OECKOHEUHO OOJNBIION IMOCIEI0BATEIbHOCTH o , HauMHasi C HEKOTOPOIo
HOMEPA, OTPULIATEIIBHBI, TO

lim f(x,)= hm = lim = lim ——=-1

> ﬂ, "ﬁw’x |ﬂ1+l/x ”Hw\ll-k]/x

lim f(x)=1 lim f(x)=-1
a X—>—00

CrnemoBaTellbHO, *~+*
OnHoCcTOpOHHUE Mpeaeabl

Onpenenenne. Yncno ? naspiaeTcs mpaBbIM (JIeBbIM) mpenesaoM (GyHKIUH () g
TOuke ¢ , ecnu Juis Jr000# cxopsieiicss Kk ¢ MociIeq0BaTeIbHOCTH ) 3HAYEHUIl apryMeHTa
(GbyHKIMM, BCE  DJEMEHTHl  KOoTOpod  Oosbmie  (MeHbIIE) ¢,  COOTBETCTBYIOIIAS

MOCJIEA0BATCILHOCTD {f (x")} 3HAYCHUI (DYHKITUU CXOAUTCS K b
Takue npenesibl Ha3pIBAOTCS OAHOCTOPOHHUMH IpeeIaMu.



lim f(x) lim f(x)

[IpaBbIil penen 0003HAYAIOT CUMBOJIOM *~>4+0 , & JIEBBIA — *>a~0 . IIpaBsIi1 u

JeBbIN mpeen (pyHKIMHU B TOYKE MOTYT IIPHUHAMATh KaK PaBHbBIC, TAK U OTIMYHBIC JIPYT O Apyra
3HAYEHUS.

_H

S ==

IIpumep. Haiinem npaBelii 1 1eBbIi peaesnsl GyHKIUU x mpu * >0 Bospmem

MIPOU3BOJIBHYIO CXOJAINYIOCS K ¢ TOCIEeI0BATEILHOCTD e , BCE€ JIEMEHTHI KOTOPOU OOJbILe

xn
fx,)=—"=1 lim f(x)=1
Hyns. Torma *n u 0 Ilyctb Bce wieHsl cxongmieics k ¢
-x,
) JeD=—"="1" jim f(x)=-1
rnocJjie[oBaTeIbHOCTH ' 7J) MeHble Hyd. B aTom cityyae n u x>0 .

Teopema. Eciiu B Touke ¢ TmipaBbIe U JICBBIC TIPEAEIbl (PyHKIITHMT J () paBHBI, TO B 3TOH
TOYKE CYIIECTBYET IMpeAcIbHOE 3HaueHWe (YHKIHUHU, PaBHOE YKa3aHHBIM OJHOCTOPOHHUM
MIPEICIIOM.
5. 3ameuartesbHbIE Mpeiebl.

sin x

Teopema. IlpenensHoe 3HaueHue GyHkmuu * B Touke ¥ =0 cymecTByer m paBHO
CAUHUIIC:
lim 3% _
x—0 X . (2)

PaBeHcTBO (2) Ha3bIBaIOT NEPBBIM 3aMEUATENBHBIM IPEIEIIOM.

T

,—

2

X € [O j
JlokazareabcTBo. Ecin , TO CIIPaBEIJINBO HEPABEHCTBO

O<sinx<x<tgx

Pasnemum ero Ha SiNX >0 B pesymbsrare momyunm

X 1
<

sinx cosx ,

1<

OTKyJla UMEEM

sin x

<1

o 3)

cosx <

sin x

T
ve(- o]
B cuny wernoctn ¢ynkmmii €0S* y  x  HepaBeHCTBO (3) CIIpaBEIMBO H LIS 2.

. sin x
limcosx =1
[Tockonbky -0 , TO U3 HepaBeHCTBa (3) cienyer, 9YTo QYyHKIIUU ¥  TaKKe HUMEET B
Touke ¥ =0 mpemensHOE 3HAUEHNME, PaBHOE EMHMUIIE.
. a(x)—>0
®dopmyny (1) MoxHO 3anucaTh B 0oj1ee o0IIeM BUIE: TyCTh (x) npu ¥ =4 Torma
. sina(x) . sino(x)
li = lim =1
x—a (X(X) a—0 a(x)
. sin2x .. sin2x 2 2
lim =lim 2oz
HpnMep 1. 0 3x x=0 2y 3 3 )



.2 .2 .2
. Sin x . Sin x X . sSin x . X

lim =lim .= =1lim Jlim==0

x>0 5Sx x>0 2 5 x50 42 x505

IIpumep 2.
CaencTBus U3 MePBOro 3aMe4YaTe/IbHOIO Mpejesia

sin x

1im-&* ~ 1im 3% fim—— =1

1) x—0 X x>0  x x—0 COS X

arcsin x

lim =1.

2) x—0 X
lim arctg x _1
3) x—0 X o

Bropoii 3ameuarenbHbIN Mpeaes

f(x):[uf

X
Teopema. IlpenenbHoe 3HaueHue (GyHKIUU xj npu * % cymecTByeT u

pasHO € :

limEI + lj =e
X—>0 x ) (4)

BTopoii 3ameuarenbHbIil IPeaesl TAKKE 3alUChIBAIOT B BUJIE

lim(1 + x ) =e
x—>0( * ) . (5)

3nech € — 3TO UppaAMOHAIBHOE YKCIIO0, TPUOIU3UTENBHO paBHOoe 2,718281828459045...

Yucno € Taxke, Kak 4uCiIo 7T , urpaeT B MaTeMaTUKe BaXKHYIO poiib. Jlorapudm no ocHOBaHUIO

¢ HasplBaeTCS HATypatbHBIM JorapupmoM H obosHauaercs ¥, 1o ectn 108 ¥=Inx

X ~ V3
Iloka3zarenbHass QyHKIMS ¢ OCHOBaHMEM € (€ ) Ha3pIBaeTCs SKCIIOHEHIUAIbHOW (yHKUHEH
WJIA SKCTIOHEHTOM.
Paccmorpum mpumep u3 OaHKOBCKOH cdepbl, MPUBOAAIIANA KO BTOPOMY 3aMeuaTeTbHOMY
Ipeeny.
Ipumep 3. bank npuHUMaeT AeHbrU y HaceneHus 1nox £ % romoseix. Bo ckosbko pas

BO3pacTeT CyMMa BKJaJa 3a TOJ, €CJIM MPOILEHTHl HAYUCIATH: 1) B KOHIE TOAa; 2) B KOHIIE
Ka)KI0ro Mecsla (¢ mepecueToM CyMMBI BKJIaia); 3) «eKEMTHOBEHHOY.

1) Iycts § — mepponauanbHas cymma BKiIana. Torna depes rof oHa yBeIHMYMTCA HA

p
BEITUYUHY 100 |10 ecTh BBIpACTET B pas.
2) Ecnu mponeHThl HAaYUCIISIOTCS €KEMECSIIHO, TO TI0 UCTCUCHHIO ITEPBOTO MECAIa CyMma

AS, =5 —2 S1=S[1+ 2” j
BKJIQJIa YBEJIIMYUTCS HA BEIUYHHY 12-100 y Gyner paBHa 12-100) " 1o ectp
P p
1+ S =
yBemmuntess B 12-100 pa3. Yepes mecsiir Ha cymmy °! onsiTh Hauucssat 2 %, u BKJIaJ CHOBa

10



p

1+

YBEJIUYUTCS B 12100 pa3. Takum oOpa3zoM, depe3 roj Ha CYETy BKIIQAUMKa OyleT cymma B
12
P
12100
pa3 OosbIlIasi HEpBOHAYAIBHOIO BKJIAJIA.
P

Paznenum rom Ha ” mepuonoB. [lo uctedeHnro kaxaoro nepuoaa 6aHk Hauuciser ” %,

n
nepeCcUnThiBad CymMMy BKJIIala. Torna qepe3 roa CymMmma BKiIala BO3pPACTCT B n-100 pas.

p
n-100

n
Yerpemum 7> p HaliieM mpenenbHOC 3HAUYCHHUE . Begem o06o3HaueHue

p

X =
n-100  QueBuaHO, uto X >0 npu 7  Torma

n P
Ir =

hm(l+ p j =11m(1+x)x 100 = e!00
n—w n-100 x—0
i
100
Nrak, ecnu nporeHThl HAYUCIATh «EKEMTHOBEHHO» TO CyMMa BKJIaJia BO3pAcTeT 3a roJ B €
pas.

C.TICJ_ICTBI/IH U3 BTOPOIo 3aMe4YaTeJIbHOT0 Mmpeaejaa
. In(l+x
hm(—) =1
1) x—0 X

. log (1+x 1
llm—g“( ):

2) =0 x Ina |
.oet -1
lim =1
3) x—0 X
. oat -1
lim =Ina
4) x—0 X

6.IlonsiTHEe HeNMpPEepPBLIBHOCTH (PDYHKIMM B TOYKE U HA OTPe3Ke.
IlonsiTHE HENMPEPBLIBHOCTH (PYHKINH

[Tycts pyHKIUMSA f(x) ompeneneHa B Touke X =4 u mobas € -OKpecTHOCTb TOYKU @
COIEPKUT OTIIMYHbIE OT ¢ TOYKU 00IACTU 3aJaHUS 3TOM PyHKLHUU.
Onpenenenune. OyHKIMS ) yasppaercs HeNnpepbIBHOI B TOUKe ¢ , eciii IpeesibHOe

3HaueHWe 3TOoW (PyHKIMM B TOUKE ¢ CYIIECTBYET W PAaBHO YACTHOMY 3HAYECHHUIO fla) , TO €CTb,
ecnu

lim /()= /(@) 0

11



limx=a
ITockonbky ¢ , TO paBeHCTBO (1) MOXHO IIPEICTAaBUTH B BUAE

lim f'(x) = f(lim x)
Xx—a x—>a .
CnenoBarenbHO, U1 HEMPEPHIBHON (DYHKIIMH 3HAK IPe/iesia MOYKHO BHOCUTD MO 3HAK (DYHKITHH.

Onpenenenune. OyHkius () yaspisaercs HeNpepbIBHOM cnipaBa (cjieBa) B TOUKe ¢,
eclu TpaBoe (JIeBOe) MpenesibHOe 3HAYeHUE ITOW (PyHKIHMHM B TOUke ¢ CyIIECTBYET M PaBHO
JaCTHOMY 3HAYCHHUIO fa)

3aMeTI/IM, YTO €CJIM paBOC U JICBOC MPCACIIbHBIC 3HAYCHU A f(x) B TO4ke 4 CYHICCTBYIOT
lim f(x)= lim f(x)=f(a)
x—>a+0 x—a—-0 ,

TO IPEACIIbHOC 3HAYCHUC f(x) B TOUKE ¢ TaKxke CYHICCTBYCT U PaBHO f(a) . CJ'IG,I[OBaTeJIBHO,

eciu QyHKLUS HETIpephIBHA B TOUke ¢ CrpaBa U CJIeBa, TO OHA HEMPEPbIBHA B 3TOH TOUKE.
Onpenenenue. Touku, B KOTOpbIX (DyHKIMS HE SBISIETCS HENPEPBIBHOM, Ha3bIBAIOTCS
TOYKAMM pa3pbiBa QYHKIIUH.

Onpenenenne. OYyHKIMSA HA3bIBACTCS HeNPEPbIBHON Ha MHOXKeECTBe {x}, €CIM OHa
HEeIpepbIBHA B KXKJI0M TOUKE 3TOr0 MHOKECTBA.

limx" =a"

Panee ™Mbl [OKa3amud, YTO IS JIHO0OOrO BEIIECTBEHHOro uyuciaa ¢ x4 ,

limsinx=sina limcosx=cosa 11_r)r; P,(x)=P,(a) , P.(x)

xX—a X—a
b

e — anreOpandyecKuii MHOTOWICH

n 3
nopsiaka . CiaenosatenbHo, pyHkMu X , SmMXx - COSx | £r(%) gpnsores HENPEPBIBHBIMU Ha

7
X =—+r7k

tgx HMCCT Pa3pbiBbl B TOYKaAX 2 , TaK KaK OHa HC

Bce 4yucioBoi ocu. DyHKIMS

ctgx

OIpEAcCICHAa B OTHX TOYKax. (-DYHKI_II/IH HE ompe€acii€Ha 1, CJICA0BAaTCIbHO, UMECT pa3phiBbI

B Toukax X = 7k

7.CBoiicTBa HenpepbIBHBIX (PYHKIHIA.
Teopembl 0 HenpepbIBHBIX (PYHKIUAX

Teopema (00 ycToliuMBOCTH 3HAKa HenpepbiBHOH (yHkuuu). Eciun yHkms J)
xX=a S(a)#0 i o a
HCTIPEPbIBHA B TOYKEC , 1 €CIIN , TO HAUJACTCA Takas -OKPECTHOCTb TOYKH ,
YTO JUIsl BCEX 3HAYEHUW apryMeHTa U3 YKa3aHHOU 6 -OKPECTHOCTH (YHKIHUS f) HE
oOpalaercs B Hy/lb U UMEET 3HAK, COBIAIAIOIINI CO 3HAKOM I

Omnpenenenune. OyHKusA f(x) HEMpEepbIBHA HAa OTPE3KE [a.5] , €CJIM OHA HEIpEphIBHA B

|lim /(0= /()

KaXIOW TOYKEe BHYTPH OTpe3Ka, HENpepblBHA clpaBa B Touke &

\lim f(x)=1(®)

HETpephIBHA ClIeBa B Touke © .
Teopema (0 mpoxokaeHUM HenpepbIBHOH (YHKIMHM 4Yepe3 HyJb IPH CMEHe 3HAKa).

[lycte dyHKIUSA f) HemnpepblBHA Ha OTpe3Ke [a.2] U IPUHMMAeT Ha KOHLIAX OTpe3Ka

12



3HAYCHUS pasHBIX 3HAKoB. Torga BHYTpH OTpe3ka [.5] HaiizieTcss XoTs Obl OJHA TOUKA © , B
KOTOpO# QyHKIIUs oOpaIiaercs B Hyb ( 1(©)=0 ).
W3 5TOli TEOopeMbl ClEAyeT, 4TO eCcaH (QyHKIHA J) HEMpepbIBHA HA OTPE3Ke [a.0] "

INPUHUMACT Ha KOHIAX OTPC3Ka 3HAYCHHA PA3HBIX 3HAKOB, TO YPAaBHCHHC f(x):() HUMECT Ha
9TOM OTpE3Ke XOTs Obl OJHO PELICHUE.
Teopema (0 mpoxokaeHMH HenpepbIBHOH (yHKIMH 4Yepe3 J1000e NMPOMEKYTOYHOE

3HaueHue). [lyctb QpyHkms f(x) HEIPEPbIBHA HA OTPE3KE [a.2] , IpU4YeM fla)=4 , fb)=8
[Iycts C — mo6oe 4mciO0, 3aKITIOUEHHOE mexay 4 m B . Torma Ha orpeske [a,b ] Haiercs

TouKa S Takas, 4To f@=c.
[Ipexne, uem chopMynHpoBaTh CIEAYIOIIME TEOPEMBbl HANlOMHHM OINpE/eiICHUe
OTpaHUYCHHOW (PYHKITHH.

Onpenenenune. PyHkuus S paseisaercs OrpaHUYEHHOHN CBEpXY (CHHM3Y) Ha MHOMKECTBE
x} , €CJIM HAWIETCS TAKOE BELIECTBEHHOE nciao M (M) 9ro s BCeX 3HAYEHHWI apryMeHTa
< >
X u3 muowectsa ) cripaBenuBo Hepaenctpo J (N SM (f(x)zm

Onpenenenne. (DYHKLII/IH f(x) Ha3bIBACTCsA OrpaHquHHOﬁ Ha MHOXCCTBC {X} , €CJIM OHa
OrpaHn4cHa Ha 3TOM MHOXKCECTBC CBCPXY U CHU3Y, TO €CTb €CJIN HaﬁﬂyTCH TaKnC BCIUICCTBCHHEBIC

yucmza M u m , UTO OJId BCEX 3HAUCHHU I ApTyMCHTA X M3 MHOXECTBa {X} CIIpaBCAJINBbI

nepasencta "</ (N)<M

x)| <A
3amMeTuM, 4TO TOCJEIHEe HEPABEHCTBO MOXKHO 3aMEHUTh HEPABEHCTBOM ‘f ( )‘ , TIe

A= max(m|,|M|)

u chOopMyIUpOBaTh CIEAyIollee ONpeAeieHne OrpaHHMYeHHON (yHKIMU:
GbyHKIHSA ) gaspmaercs OTPaHUYEHHOW Ha MHOMXECTBE {x}, €ClM Hailzercs Takoe

TIOJIOKUTECIIbHOC BEIIECCTBEHHOC YHCIIO A , UTO JJIsg BCEX 3HAYCHHI ApryMCHTa X M3 MHOXKECTBaA

[f()[<4

i} CIIPABEJIMBO HEPABEHCTBO

OyHKIUSA J ) UMEET Ha MHOXECTBE {x} HauOoJ/IbIlIee 3HAUEHHE, SCIU HaumeTcs

Touka 0 © bl takas uto /D =S0) g moGoro * € i} .
dymxmms /) umeer ma MHOKecTBe o} wanmensmee 3HAYeHHe, ¢CiIM HaimeTcs
Touka o € {x} takas uto / 92/ 0) 1ng mo6oro ¥ € {x) .

Teopema (Beiiepmtpacca) Ecnu dynkius f) HEIIPEPBIBHA HA OTPE3KE [a.2] , TO OHa
OrpaHUYEHA Ha ATOM OTPE3KE M UMEET Ha 3TOM OTPE3KEe HauOOoJIblIee U HAUMEHbILIEE 3HAYCHUE.

3aMeTUM, 4TO €CIM MHOXKECTBO x} HE SIBIISICTCSI OTPE3KOM, TO (PYHKIMSI MOXKET OBITh
HEOTPpaHMYEHHOW Ha paccMaTpUBAEMOM MHOKECTBE M HE HWMETh HaWOOJNBIIETO WU
HaVMEHBILIETO 3HAUYCHHUS.

Hanpumep, dymxmus /=1 orpammuena ma orpeske 1] (0<a<l) pmeer

HauOoJIbIIIEE 3HAYCHUE Juws. =V a HaVMeEHbIIIEE 3HAUYEHUE —— . Omnako sra QyHKIUS

Oyner HeorpaHWdeHHOW cBepxXy Ha wuHTepBase (0,1) m Ha 5TOM UWHTEpBale y Hee HET
HauOObIIIEro 3HaYeHUsI 3aMETHM TaKXKe, YTO HECMOTPSI Ha TO, YTO (DYHKIUSI OTpaHUYEHA CHU3Y
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(x>l ngng mo6oro xe(O,l)) OHa HE HMEET HAWMEHBIIETO 3HAUYCHMs, TaK Kak 1 He
MPUHAIJISKUAT 00J1aCTH 3HAYCHHH (DYHKIIMU HAa pPacCMaTpHUBaeMOM HHTEpBAJIC.

_ X
OKCHOHEHIMaIbHAsT  (YHKIUSA F@)=¢" ragxe orpaHMyeHa Ha J1000M OTpe3Ke

_ b _a
BeHIeCTBeHHOﬁ OCH U UMCCT HAa 9TOM OTPEC3KE HaI/I6OJ'IBI_Hee f“a“a =€ N HAUMCHBIIICC f“"‘”“' =e
3HAa4YCHMA, HO Ha BCEH YHCIIOBOU HpHMOI\/’I 9KCIIOHCHTA HECOTpaHUYCHHA CBCPXY, CIICAOBATCIIBHO, Y

X
Hee HE CYIIECTBYeT HamOoNbIIero 3HaueHms. CHu3y (GyHKIMS orpaHWdYeHa, Tak kak ¢ >0
onHako 0 He SBJISICTCS HAaUMCHBIIMM 3HAYCHHEM, TaK HE MPHHAICKUT 00JacTH 3HAYCHUH

(3 X —_—
dysKmmy (HeT Touku Y0 Takoi, uto ¢ =0),

8.IlponsBonnas.EE reomerpuyeckuii cMbICJI.

IonsiTe MPOU3BOIHOM

Onpeneaenne. ITycts Qpynxius ~ =/(x) ompesereHa B HEKOTOPOH OKPECTHOCTU TOYKHU

). 3agagum aprymenty X mpupamenne AY raxoe, uro smauenme 0 *AY yaxomures B
yKasaHHOH okpectHOCTH Toukd 0. IMpupamennem ¢ynkmmn * =/ 5 rouxe ¥,
COOTBETCTBYIOIIUM IPUPAIIEHUIO apryMenTa AY Ha3bIBaeTCs YUCIIO

Ay = f(xg +Ax) = f(xy) )

X0

Onpenenenne. Ipoussoanoii Qpynxuuu =/ B TOYKE Ha3bIBAETCSI KOHEYHBIN

npenen (ecam ol cymectyer) npu AX =0 orHomenns npupanieHus GpyHKINM B 3TOH TOUKe K
COOTBETCTBYIOIIEMY MPHUPAIICHUIO apTyMEHTA.

Tpoussomayio byrkmm =7 X) 5 rouke ¥0 Gymem o6osnauars cumsorom ¥ ¥0)

J"(X0)  TIo onpenenennto npoussoanoit

V() = £ () = lim 2 Jim X0 20 7/ (x0)
Ax—0 Ax  Ax—>0 Ax . (3)

(@.0) 1o B moGoii

Ecin dymxums ¥ =/ ) onpenenena ma mexoropom mmtepsane
(UKCHPOBAHHOI TOYKE X HTOrO MHTEPBANA AHAJTOTUYHBIM 00pPAa30M ONPEIENSIOTCS TIPUPAILEHHE
Y IIPOU3BOJAHAS B TOUKE ¥ :

Ay=f(x+A0) = f(x)

V() = () = lim & = fim L0270
Ax—>0 Ax  Ax—>0 Ax . (3,)

[Tonp3ysick ompeneraeHWEM IPOU3BOAHOW, MONydyuM (GOpMysbl JUIsl  BBIYMCICHUSA
IIPOU3BOAHBIX HEKOTOPBIX AIEMEHTAPHBIX (PyHKIIUH.

I'eomeTpuyeckuii cCMbICJ IPOU3BOAHOM
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Tycrs dynxums ¥ =7/ ) onpenenena na nexoropom untepsane (“?) u nenpepsisna s
Touke %0, npumamtexameif otomy umrtepsany. Iyers Yo TAYE(@D) - yo=f(x)
Ay=f(xo +A) = (%)) = Bospmem Ha rpapuxe (yHKIMH [Be

toukn: MXo> Vo) gy Plxo +Ax, f(xg +AX))  3aperpm, uto

J(xo +Ax)= f(x0) + Ay =py + A& ¢ renoparensro, Touka P umeer

(x0 +Axvy0

KOODJMHATHI +4Ay) [Tposenem cexyuryro MP

KacarenbHoii k rpaguky QyHKIMH B Touke 0 OyaeM Ha3bIBaTh

npeznensHoe nojoxkenue cexymeir MP mpu ctpemnennu Touku P

M |MP|— 0
K TOYKC , TO €CTb €CJIN PACCTOSAHUC .

MP .
[TokaxkeM, 4TO paccTOsHUE | | ctpemutca K Hymo npu AX— 0 JlejicrBurensHo,

lim Ay=0

2 2
[MP|=(&x)" +(4) u, B cwy menpepbisrocTH dyrxmmn J Y) B Touke X0, a0

lim|MP|=0
CrnemoBaTenpbHO, A0 .

X9

Wrak, kacarenbHass K rpauky (QyHKIMM B TOYKE — 3TO NpeAeTbHOE MOJIOKEHHE

cexymeit npu Ax =0

Tpeanonoxuy, ato pyrxmas ¥ =7 ) uveer npowssommyro B Touxe

0, 1 JOKaXEM, 4TO
rpaduk (QyHKIMHM HMEET B JAHHOM TOuKe M (xo.¥0) KacaTeJIbHYI0, a YIIOBOM Ko3(hduineHT
i i S'(x0)
yYKa3aHHOH KacaTelbHON PaBeH o/,
OGo3HaunM yroi HakioHa cekymieit MP gepes P(A) Sror yTOJI, O4YEBUIHO, 3aBUCUT OT

Ax  Haiinem yrmoBoit koadduiment cexymeir MP

A
k(Ax) =tgp=""
Ax .

Vrnosoit koaddurment cexkymeit MP mpu A —0 crpemurca x ymioBomy kod(durmenty

X,

KacaTesJbHOM K TrpaduKy QyHKIHUU B TOUKE ~ 0, CJI€0BATENbHO,

. A
Ko = Jim k(Ax) = lim == f(x,)

WUtak, npousBogHas GyHKIuM ~ J() g Touxe *o paBHA TAaHTEHCY yIJIa HAKJIOHA KacaTeJIbHOU

K rpaduxy yHkuum, nposenentoii 5 touke 4 (*0:Y0) | Vpapnenne xacarenbHoit umeer Bux
y=hko(x=xo)+ oy ¥=S"(xo)x=x0)+ f(xy)

. Ay
lim — =0 )2
3ameruM, 4rto ecam M0 Ax , TO =7/~ B a3rom cllyyae KacareibHas
X X=X
MIEPIICHAUKYIISIPHA OCH 1 UMEET YPABHEHNUE .

Bbunom Hriorona.

-1 2 n—-2,2 3 n-3,3
(@+b)'=a"+n xb+Ca b +Ca b +.+b"
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m | n—1
C =———— n!=1x2x3x...x n=n
n m!(n—m)! x
9. lHonsaTue nuddepenunpyemocTn pynkuuu B Touke. Heodxonumoe u nocrarounoe
yciaoBHe 1M pepeHIIUPYEeMOCTH B TOUYKe.

IHonsaTue nuddepeHupyeMocTH PyHKIHU

[TycTte QyHKIUS J(x) onpejielieHa B TOUKE 0 M HEKOTOPOH ee okpecTHOCTH. OG03HAYNM

cumBoioM AY m060e TpUpalleHHe apryMeHTa, Takoe, uTo 0 +Ax MPUHAJJICKUT YKa3aHHON
OKPECTHOCTH TOYKH ™0
Onpenenenune. DOyHKIUA () hasemaercs nuddepeHEpyeMoii B Touke 0, ecim

%0 | cooTBeTCTBYIOMIEE MPUPAIIEHHIO apryMeHTa AX |

IIpUpalicHue A sroit (GyHKLIUHU B TOUKE
MOXET OBITh ITPEJCTABICHO B BHJIE

e 4 — mekotopoe umcio, He 3apucsmee or A% | *(A%) __ Geckoneuno manas ¢ynxums npu
Ax—0

a(Ax) lim a(Ax)=0

3aMeTHUM, YTO MOCKOJIBKY — OeckoHEeYHO Majast QyHKIus, To A0 . Torma

lim 2898 _ g (An) =0

A0 A A0 . Crenosarensno, ¢(A0AY

SABJISICTCS OCCKOHEYHO Mayio Ooliee

BBICOKOTO TOpsAzKa, ueM AX |y o603HauaeTCs o(AY) | Vuurpisas 510 ob6o3HavyeHue, popmyny (3)
MOKHO TaK)Ke 3alucaTh B BUJIC
Ay = AAx + o(Ax
i (A, )

X

Teopema. J[n1s1 Toro 4yTo0b! QYHKIHUS ) 6rina muddepeHupyeMoil B Touke 0 , He00X0IUMO

Y I0CTaTOYHO, YTOOBI OHA UMEJIa B 3TOM TOUKE KOHEUHYIO TPOU3BOIHYIO.
Joka3zareabcTBO HeoOxoauMocTH. [IycTs QyHKIMS J) nudpepeHnrpyeMa B ToUKe 0
, TO ecTh ee npupamienue npencrasumo B Buje (1). Pasmemum pasenctso (1) ma Ax#0 y

nepeiinem k npezeny npu A — 0.B pe3yJIbTaTe NOIy4YuM

lim 2 = 4+ lim a(Ax) = 4
Ax—0 Ax Ax—0

’
OTcroz1a CIeyeT, uTo B TOUKe 0 CyIIecTBYeT KOHeuHas IIPOU3BOIHAs T(x) , paBHas 4 .

Joka3zareabcTBO g0cTaTOuHOCTH. [TycTh QyHKINA ) yveer B Touxe Yo KOHEUYHYIO
IIPOU3BOJHYIO, TO €CTh CYIIECTBYET MpEeIbHOE 3HAYEHUE

. A .
lim === f"(x,)
Ax—0 Ax .

Ay '
__f (XO)ZG(AX) a(Ax)
B cuny onpeneneHus NpeeNbHOTO 3HAYEHMS, PasHOCTh AX , TIe

6eckoneuno Manas dynkims npu AX =0 Orcrona nmeem
Ay = [(xg)Ax + a(Ax)Ax 3)
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JlaHHOE TpejAcTaBIeHUE TNpupanieHus (QYyHKIMM CcoBHNagaer ¢ mnpexacrasienuem (1), ecnu

0603HaunTh 4epes 4 He 3aBucsamee or AY uucio J'(x) CnenoBatenbHO, (QyHKLUSA f)
aBysieTcs U depeHpyeMoil B Touke 0 .
IIpaBuiaa nuddepeHnupoBaHus Takxke ObUIM COOPMYIHMPOBAHBI B MPEAbIAYLIEH JIEKIUU.

JlokaxkeM Tenepp HEKOTOPBIE U3 HUX.
1. ITycth pyHKIMS ) pmeer MIPOM3BOJHYIO B 1aHHOU Touke * . Torna QyHKIMS (%) ,
rne ¢ — mocTosHHAs, TaKKe HMEET B 3TOi TOUKE IPOU3BOIHYIO, TIPHYEM () =C"(x)
Paccmorpum pynkimio Y = f(x) Haiinem npupamienue 3Toii GyHKIUN B TaHHON TOYKE

X | COOTBETCTBYIOIIIEE NPUPALIEHUIO apryMeHTa AX
=Cf (x + Ax) = Cf (x) = C(f (x + Ax) = f(x)) = CAf
Ilo onpenenennto Npou3BOAHON UMEEM
_ — lim 2 lim &Y Y _
~(Cf ()Y = lim = = lim == C i lim 2 m =0
2. Ilyctb GyHKIUU )y 8O yyeror NpOM3BOJHbIE B JaHHOH Touke ¥ . Torma cymma u
pa3HOCTh 3TUX (PYHKIMHA TaKke UMEIOT B 3TOW TOYKE IPOU3BOAHBIC, IPUYEM

(D) '=f"(D)*g'(x)

IIycTs y=rMxg( Topma
Ay=(f(x+Ax)+ g(x+Ax)) = (f(x) £ g(x))=(f(x + Ax) - f(x)) £ (g(x + Ax) — g(x)) = Af + Ag

2

AG .. AL Ag o, ,
—(f(x)+g(x))—11m—_l IR i Yt im 2= 0+ g'(0)
0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax  Ax—0 Ax .
3. Myers ¢ymxmn /) u 8 pyeror npowmseonmsie B mammoit Touke ¥ . Torma
npou3BeeHHE OTUX (YHKIMI  Takke HMMEeT B OTOH TOYKE TPOM3BOAHYIO, IpPHYEM

(f(0)g()' = f(x)g(x) + f(x)g'(x)
O6osmaumm & | &y A8 npupamenns dynxmuit Y=/ g Sy &) ppoure

X | COOTBETCTBYIOLIME NpUpalleHuio aprymenta AX . 3amerus, 4TO flx+ b =f(x)+of ,

g +A0)=g(")+ A2 aitnem npupamenne Y

Ay = f(x +Ax)g(x + Ax) = f(x)g(x) = (f(x) + AN g(x) +Ag) = f(x)g(x) = Afg(x) + f()Ag + AfAg

Tak xax pysxmm 7 ) 1 8 pveror mpomseoaryto B Touke ¥, TO OHM HENPEPHIBHEL B 3TO

lim Af =0 lim Ag =0
touke. CrnemoBaTellbHO, A0 u A0 . YuuTbhIBasi 3TU PABEHCTBA U OMNPEACICHHE

IIPOU3BOAHOM, MOITYYUM

_ _ Meg(x)+ f(X)Ag + AfAg
= (/(<)g()' = lim 2 - lim - -

= lim —g(x) + f(x) hm £ | lim y lim Ag = f'(x)g(x)+ f(x)g’ (x)
Ax— —0 Ax A0 Ax Ax—0
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4. Ilycte GyHKIIUN F) y &) yyeror MIPOMU3BOJIHBIC B IaHHOM Touke X . Torma yactHoe

>TuX QyHKIM Ipu ycaoBuH, 4TO & (x)#0 , TAK)K€ UMEET B 3TOM TOYKE IPOU3BOJIHYIO, IPUUEM
(f(x)/ g(x)' = (f"(N)gx) - f()g'(x)/ g* (x)

[IpaBuio nuddepeHupoBaHUsS YaCTHOTO JOKA3bIBAETCSA aHAJIOTHYHO MPEABLIY M.

10Tadamua npou3BOAHBIX.
Tabanna npon3BoOAHBIX NPOCTEHIINX 3TEMEHTAPHBIX (PYHKIM A

(C) ,tie ¢ — mocrostaHAas;
2 (xa) =0ox a#0.

e =ama ano
4(€x)

a lna a>0.
)

log,, x) =1/(xlna) ,a>0 a=#l.

5

In )—l/x

3

cos x) =—sinx .

b

N
N
5 (sinx) =cosx
A
(e

t x) =1/cos” x .

b

10. (ctgx) =—1/sin” x .

9

11. (arcsin x) =1/

arccosx) =—1/41-x"

12. (
13. (arctgx)’ =1/(1+x2).
14. (arcctgx)’ =—1/(1+x2)_

11 IlpousBoaHass 0OpaTHOM M CJI0KHOH QYyHKIMH.
Teopema o npou3BoaHOii 00paTHON pyHKIUM

Teopema. Ilycts pyHKIHSA y=r) HEeTpepbIBHA M CTPOTO MOHOTOHHA B HEKOTOPOH OKPECTHOCTH TOYKHU
X . f'(x,)#0
0 M MyCTb B A3TOM TOUKE CYHIECTBYET KOHEYHAs MPOU3BOJHAS 0 . Torma oOpatHast QyHKUUS

_ _ ,
=/ umeer npomseonsyro B Touke Yo =/ (¥0) papmyro 1/ %0)
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Joxka3areabcTBo. [lockonbky QyHKIUS J(x) HENpephlBHA M CTPOrO MOHOTOHHA B HEKOTOPOI

oKkpecTHOCTH Touku 0, To B okpectsoctu Toukn Yo =/(*0) onpenenena mempepbmas u crporo

-l
MOHOTOHHasi 00OpaTHast GyHKLIUS * ANCON [IpuganuM aprymenty - 5Toil 0OpaTHOM (QyHKLIUH B TOUKe -0

Ay #0 Ax=x-x,

[IpUpallEeHUe [Tpupamenne oOpaTHOW (QYyHKITUH B TOYKE 0, COOTBETCTBYIOILEE

MIPUPALLECHHUIO apTyMEHTa Ay , B CHJIy CTPOTrOil MOHOTOHHOCTH OOpaTHOW (DYHKIMHU Takxke OyIeT OTIUYHO OT

uyns. [IpuyeM B cuily HempepbIBHOCTH oOpaTHOi dyrkuun A% =0 mpy & =0 Torma

' _ -1 ’_ 1 A)C_ 1 ! = :
x()’o)_(f (xo)) _AlleoAy_Ali?OAy/Ax_f'(xo)

IIpou3BogHas ci10kHOI PyHKUIMH

Teopema. ITycts ¢ynxmms =P muddepernmpyema B HekoTopoit Touke 0, a dymxmua =/ )

u

mabdepenmmpyema B Touke Yo =P(0) | Torma cnoxmas dymxmus ¥ =/ @) =F) qpdbepermmpyema B

yKa3aHHOM Touke 0 ¥ cIipaBeuIMBa clemyromas Gopmysa
V() =F'(x0) = f"(uy)p'(x,) )

Hcnonb3yst, Tabnuily npoW3BOAHBIX, MpaBmia nuddepeHupoBanus U Gopmyny auddepeHunpoBaHms
CJIOKHON (DYHKIIMM MOKHO BBIUYUCIIUTH POU3BOJIHYIO 000 3neMeHTapHON (QyHKIUH.
[Tomyuum, Harpumep, GOpMYIIbI T TPOU3BOAHBIX (DYHKLIUI tgx ctgx.

!

. Ly . , 2 .2
, sin x (sin x)' cos x —sin x(cosx)’ cos” x +sin” x 1
(tg x) = = 3 = 2 = 5
cos x cos” x cos” x cos” x|
' 2 2
; [cosx)  (cosx)sinx-—cosx(sinx) —sin”x-—cos” x 1
(ctgx)'=| — - .2 = .2 =
sin x sin” x sin” x sin? x

Ipumep. Haiitu npoussoanyio pynxmun ¥ ~¢ .
_ _ 2
[Tpumenum dopmyny auddepeHuupoBanus cioxHOW QyHKIUH. B naHHOM ciydae u=p(x)=x ,

y=sw)y=e" Torna

y'(x) = (e” ),u'(X) =e" (xz) =e" 2x .

Teneps, ucnomnb3ys nousTre TUGGHEPEHIIUPYEMOCTH, MBI MOJKEM JI0Ka3aTh T€OPeMY O MPOU3BOTHOM CJI0KHOI
$yHkuumn, cGopMyIUPOBAHHYIO B IIPEIBITYIIEH JIEKIHH.
Teopema. Ilycts ¢ynxums =P muddepernumpyema B Hexotopoit Touke 0, a dynxmusa =/ @)

u

muddepeHnupyemMa B TOUKE 0 =¢(xo) Torma cnoxuas QyHkims =f(p(x)=F(x) muddepennupyema B

YKa3aHHOM Touke 0 W crpaBeaiuBa cieayiomas GopMysa
Y'(x)=F'(xg) = f"(ug)p'(x)

Hoxazareaserso. dyrxmmsa ¥ =) quddepentmpyema B Touke *

Au =@'(x,)Ax + a(Ax)Ax

0 | CIIENOBATENBHO,
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a(Ax)

rae — Geckoneyno mamas mpu AY =0 Tockonsky muddepenmupyemas B Touke 0 (yHKIMS

u=¢(x) yenpepeisHa B 3Toi Touke, T0 AU =0 1y Av >0 | Tax kak pynxmms ¥ =/ @ uddepenuupyema

Touke “0 =P(X0) 10 ee npupaimenye TakKe MOXKHO PEACTABUTD B BH/E
Ay = f'(uy)Au + B(Au)Au
b
e PA%) _ Geckoneuno manas mpu A4 =0 . TloactaBiss B mocleHee paBeHCTBO BhIpakeHue i AU |
TIOJTy4HM

Ay = ()" (i )AY + a1y ) (AX)Ax + (%) B(A)AY + B(Auer (Ax)AY
= 1100 (xy) (1t ar() (5, ) B(AW) + B A ()
TMockompky / (#o)(AY), @'(xo)B(Au), B(A)or(AX) __ gomyrymyr Geckoneuno mamsie mpn A% =0 | 1o
y(0) = lim 2= £y ) (o)

Teopema nokaszaHa.

12. Jlorapudmudeckas npon3BoaHASA.
Jlorapu¢pmuyeckasi 1pou3BoAHASA

[ycte Qpynxuus ¥~ J() nonoxurensua n muddepeHnmpyema B 1aHHON Touke X . Torga B 9TOM TOuke
CYILECTBYET Iny=Inf(x) PaccmarpuBas In f(¥) gax CIIOKHYIO (DYHKIMIO apryMeHTa X , MOXXHO BBIYMCIIUTH
IPOM3BOHYIO TOM (QYHKIMH, NpuHUMast > ACI POMEKYTOUYHBIH aprymeHT. [lomyunm

(Inf(x)'=y"1y

DTa NPOM3BOIHAS HA3BIBAETCS JIOrapH(PMHUUECKOM IIPOM3BOAHON pyHKIMH ¥ ~ AC JAHHOU TOYKE X .

IIpou3BoaHasi creneHHOH (PYHKIIMHU ¢ TPOU3BOJIbHBIM BellleCTBEHHBIM MOKAa3aTe/ieM
_ Lo
PaccMOTpuUM cTeneHHYI0 (yHKIMIO % | tae @ — NOpOM3BOILHOE BELIECTBEHHOE YHCIO. JTa

dynxmus onpenenena npu X >0 nna moGoro BemecTBenHOro mMokazarens ¢ . Haiimem morapudmmyeckyro
MIPOU3BOAHYIO JaHHON (YHKIIHH

(Iny)'=y"/y=(nx")=(alnx)=a/x

Orcrona nomyuum

y'=y(a/x)=x"(a/x)=ax*" .

!
(x"’ ) =ox®!

ITpou3BoaHas CTENEHHO-NOKA3ATEeIbHON QyHKIUUH
CTeneHHO-NOKa3aTeNbHOM  (QyHKIMeH HaspiBaeTcs (QyHKIuS u(x)"” , e Yy v
HenpepbIBHBIC QYHKIINH, U u(x)>0 Haiinem BHavase norapuMUyYeCcKyIo IPOU3BOAHYIO ATON (QYHKIIMH
(iny) ="/ y = | = (00 muto)

v/ y=v'(x)Inu(x) + v(x)u'(x)/u(x) .

’
b
Orcrona noayuum
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y' =y (x) Inu(x) + v(x)u'(x)/ u(x))

Y =u(x)" ™ (¢'(0) Inu(x) + v(xu'(x) [ u(x))

13.IlonsiTe nuddepenunana. I'eomerpuyeckuii cmbica auddepenunana. UcnonbzoBanue
auddepennnana B npudJIMKeHHbIX BbIYMCIEHUAX.

HousiTne nudpepenumnaia GyHKUUA

X0

[ycte Qynkuus Y =/(x) muddepeHnrpyemMa B TOUKE , TO €CThb €€ IpHpalleHUe B 3TOH TOUKE,

COOTBETCTBYIOIICC MPUPAILCHHUIO apr'yMEHTa Ax , MOXKET OBITH IpEACTABICHO B BUIC

a(Ax)Ax

3ameTHM, uTO B 9TOH (opmyrne — 970 GeckoHeyno manas mpu AX—>0 Gomee BBICOKOrO

nopsiaka, ueM AY | Tlockombky 42X mpu A # 0 gpnsgercs GeckoHEUHO Maloi TOTO ke mopsaKa, 9To u AX | 1o
roBopat, uto AAX — 510 TIaBHas yacTh pHpaIeHus GyHKIHUN.

[maBHas nuHeiHas yacTh mpupamenus (ynkuun 4AY mpaspBaetca auddepennuasom GyHkuum B

TOUKe *0, COOTBETCTBYIOIIMM IIPHPAIIEHHIO apryMenTa AX | 1 0603HAYaETCS CHMBOIOM Yy A0

[Ton muddepennmanom HE3aBUCUMOHN TepeMeHHOW X MOXKHO MOHMMATH JH000E, HE 3aBUCSAIIEEe OT

uncs0. O6BMHO GepyT 3TO YHCIO PaBHBIM MpHpalienuio A% HesaBucumoii nepemennoii. Torna
dy = Adx (2)

Ecnu yuects, 9to A=1"(x) , To (hopmyny (2) MOXKHO Iepenucarh B BUAE
dy = f"(xo)dx 3)

U3 1ocnenHero BBIPAKEHWsS CJIEAyeT, 4YTO MNPOM3BOAHAs (yHKIMH 7 =/(x) paBHa OTHOILEHUIO

muddepennnana GyHKIUN dy K muddepennuany aprymenta 94X
r_dy
Yy =
dx |
N3  dopmyner (3) Takke CIEAYIOT TpaBWia BbIYMCICHUS AuddepeHnnanos, CBs3aHHBIE C
apu(pMeTHYECKUMU JIeHCTBUAMMU:

dC=(C)'dx=0 (¢ — nocrosHAAN);

dCy(x)=(Cy)'dx=Cy'dx = Cdy (C — nocrostnas):;
d(/(x) +g(x) = (f"(x) + g'(N)dx = [(x)dx + g'(x)dx = df +dg .

d(f(x)g(x) =(f(N)g(x))'dx = f'(x)g(x)dx + f(x)g'(x)dx = gdf + [dg .

Sx) ) [ f(x) _ f(0)g(x)dx - f(x)g'(x)dx  g(x)df — f(x)dg
d = dx = 5 = 5
g(x) g(x) g (x) g (%)
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I'eomerpuueckuii cMmbica a1 pepenuuana GyHkuumn

Pacemorpum rpadux dyrxmn ¥ =/ () Tlyers Touxa M ma rpadmke

Xo

(GYHKIIMM COOTBETCTBYET 3HAYCHHUIO apryMeHTa , a Touka P — 3nauenuro

aprymenra o +AX B rouke M IpoBe/ieM KacaTelbHyl0 K rpaduky (QyHKIUU.
O0o03HaYMM TOYKY IIE€PECEUCHUs] KacaTelbHONM M BEPTUKAJIBHON NPAMOM

X=X, +Ax gyepes Q. IIposenem Taxke npamyto MN | mapannensuyio ocu OX |

3aMeTuM, 4YTO TpUpalieHue QYyHKIUH A B rouke Y0, cooTBeTcTBYyIONIEE

npupamenuio aprymenta AY | paBHO ‘NP|' PaccMOTpuM NpsSIMOYTOJIBHBII TPEYTOJIBHUK OMN  yron

— — ’
o =20MN 5TO  yron  HAKIOHA  KAaCaTelbHOW,  clemoBarenbHo, &% =/"(x0) . Torma

NQ =tga - MN = f'(x,)Ax=dy X,

, To ecTb nuddepeHnran (YHKIUA B TOYKE paBeH IpHUPALICHUIO
nepeMeHHo} 7 Ha KacaTelbHOM, IPOBEIEHHOMN K rpaduKy QYHKIHH B TOUKE M (xo, f(xo)) [TockonbKy IIMHBI

orpeskoB VP i V€ pasmuumsr, o A * Y Onmako Y A ppu Ax >0

14.11pousBoanbie u AuddepeHuna BHICIINX MOPATKOB.

IIpou3BoaHbIe BHICIIHUX MOPSIAKOB

Myers dynkmas ¥ =7/ ) ompenenena u muddepemmpyema ma wmmrepsare (@) | Torma ee
npomssomaas /) mpenictaBnseT cooii GyHKIMIO TMepeMeHHOi ¥ TakKe ONpEieNCHHYIO Ha HHTEpBae
(@,0) /(¥ g cporo ouepens Moker okazaTses auQepeRIIpyeMoii B HeKoTopoii Touke X mrrepsana (4P)
Tpowseomiyto or dyrkman 7 ) HaspiBalor BTOpOl MPOM3BOMHOMN (IIPOM3BOIHOH BTOPOTO MOPS/IKA) OT
byrxmm )y o6osmasaror /) wm Y. Urax,

V=11 = ()

I[anee MBI MOXXEM aHAJIOTHYHO BBCCTH ITOHATHUC TpeTBefI HpOH3BO,Z[HOI>i, Kak HpOHSBO,HHOfI OoT BTOpOI\/'IZ

y"= "0 =("(x))

!

’
b
3aTeM YETBEPTOM U T. 1.
[Ipenmonoxum, 4YTO YK€ BBEAEHO NOHATHE MPOU3BOAHON (n—1) -0ro IopsaKa, U 4YTO (n=1) -

(a,b)

MpOU3BOHAS TU(QepeHImpyeMa B HEKOTOPOH Touke X WHTEepBasa , TO €CTh UMEET IMPOU3BOIHYIO B

naHHON Touke. Torga 5Ty MPOU3BOMHYIO HA3bIBAIOT IPOM3BOAHOH /' -oro mopsgka QyHKIuM =/ y
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(n) (n)
0003HAYAIOT CHUMBOJAMH - (x) WA S) . CooTHomIeHHE, onpeesomee ! -10 MPOU3BOAHYIO HMEET
BUJ

0 = 1000

Onpenenenue. OyHKIUSA, UMEIONIas HA JTaHHOM MHOXECTBE {x }, KOHEYHYIO TIPOU3BOJIHYIO MOpsiaka

HazbIBaeTcs ' pa3 quddepeHunnpyeMoil Ha JaHHOM MHOXECTBE.

Mpumep. Haiitu ' -10 Npou3BoaHYIO CTeNeHHOM GpyHKun » ~ .
[To dhopmyrie mpou3BOAHOM CTENEHHON QYHKIIMA HMEEM

yr — axa—l
, b

y'= (ax""l) =a(a-1)x“? ’
ym=@@r%hﬂdj=am—4xa_mxw{

[Tpeamonoxum, uro ’ -5 mponsBonHas 3amaetTcst GopMysnoi

Yy =a(e-1)..(a-—n+1)x*" 1)

3

a(a—1)...(a—n+1)

TJIe TPOU3BEACHUE conepkut " comHoxuTenei. Torma

Py = (a(a =D —n+)x*" ), = a(a-1)..(a -—n+1)(a-n)x*""

b
TO ecTh dopMmyIa s (n+1) o3 IIPOU3BOJHON UMEET TOT K& BHJ, 4TO M (hopmyna st /-0l mpOU3BOTHOM.
CrnenoBarensHO, 1O MPHUHIIMIYY MaTeMaTU4YeCKOW MHAYKIMH Gopmyna (1) cnpaBemiuBa AJis J1I000T0 3HAYCHUS

n .
B gactHOM cityqae & = | rme ™ — HaTypajJbHOE YHUCIIO, TOTYYUM
(x'")(m) =m-(m—=1)-...-2:-1-x"" =m-(m-1)-...-2-1=m! )
)
rae "' — 3To NpoM3BeNeHNe HATYPaIbHBIX Yicel oT 1 1o ™ , Ha3piBaeMoe ! (haKTOPHAJIOB, TO €CTh
ml=1-2-..-m Hanpnmep,
31=1-2-3=6 ,

3!=1-2-3-4-5=120

3amerum, uto 9! cymraror paBubM 1. [{1st pakTOpHanoB crpaBeasiuBO peKyppEeHTHOE COOTHOIIICHHUE
(m+D!=(m+1)-m!

m
[TockonpKy mpousBoAHasl mopsaaka " ¢yHkuuu X He 3aBUCUT OT ¥, To u3 (opMynsl (2) ciemayer, 4To

m \mHD)
(x ) =0 , ¥ BCE MIPOU3BOIHBIC mopsiaka > M takxke paBHbI 0.

JAu¢pepeHnualibl BbICIIUX NOPAAKOB

[ycts Qpynxmus » ~ f(x) muddepeHrpyeMa Ha HEKOTOPOM HHTEpBaIe (@.0) Ee nuddepenmman
dy = f'(x)dx
Ha3BIBAEMBIN TaKKe TEepBBIM Iu(QEpPEHINAToM, 3aBUCHT OT JIBYX NMepeMeHHbIX: * u 49X . Jlanee Gymem

CUHUTaTh, 4YTO BCJIIMYHHA dx NPpUHUMACT OJHO MU TO K€ q)HKCHPOBaHHOC 3HAQYCHUE I BCEX TOYEK

23



paccmarpuBaemoro uHtepBaia. Torna nuddepenmuan D oxHO paccMarpuBaTh Kak (yHKLHIO TOJIBKO OJTHOM

X

!
nepeMeHHoit ¥ . [Ipennonoxum, 4to GyHKUIUSA S ) Taxxe muddepeHrpyema B TOUke 0 , IpuHaIekKaei

dy

UHTEpBAITY (@.b) [Ipy Takux MPEeaNONOKEHUSIX B YKa3aHHOM Touke Yy (YHKLUUHU CYLIECTBYET

muddepenman d(dy) IIpu BeUmMcnenun storo auddepeHnmana MOJOKHM 3HaYeHHE auddepeHimana

HE3aBHCHMOIT IepPEMEHHO paBHBIM Yike 3a(HMKCHPOBAHHOMY paHEe 3HAYCHHI0 X |

dy

Onpenenenue. 3HaueHue auddepeHnuaia oT , B3STOC NpPH (PUKCHPOBAHHOM 3HAYeHHH ¢X

2
Ha3bIBAIOT BTOPLIM Ju(depeHnranom GyHkuuu ¥ = J () 4 o603nauator cumBoTOM d’y .

CornacHo ompenenieHnto Broporo auddepennmana nMeem

47y =d(dy) = d(f'(x)a0) = (' ()] dv = (" (D)) = () (5)

!
o "(x)dx) = f"(x)dx
[Tpu BBIBOzE TOCTenHEeH (HOpMyYNIBI MBI Y4iIH, YTO, TaK Kak dxX e sauent or X, TO (/")) = f"(x) .

2 2
(@)" oGprano 06o3Havator 4% . Urak,

d2y=fn(x)dx2 . (6)

3aMeTuM, 4TO

CoBeplleHHO aHAJIOTMYHO MOYKHO OTNpeAenauTh quddepeHnnansl BpICnX nopsaakos. [peanonoxus, 4to

npomssomas "D _oro mopsmxka dymkmm Y=/ mudpdepenmmpyema B Touke Yo, ompenemum

4"y | xax muddepenuman ot uddepermmana =D -oro nopsxa, 1o ects

dny:d(dn—ly) ' (7)

muddepennunan ” -oro nmopsaka

dopmyia 1t BerauciacHus nuddepenimana  -oro nopsjaka KMeeT BUI, aHAJOTHYHBIN Gopmyite (6)
d"y=f"(x)dx)" = f"(x)dx"

HNuBapuantHOCTL hopMBI HEpBOro AuddepeHunana

[lycts cnoxuas QyHkuus = f(x) , @pTYMEHT KOTOpOW MpeacTaBisier coboil auddepeHunpyemyro
dysxmio =9 , muddepenHpyeMa B HEKOTOPOH Touke X . Bymem cuurarh mepeMeHHyro ! He3aBHCHMOM
nepemenHoil. Toraa mo gopmyne (3)

dy =y'(t)dt ‘
Orcrona, ucnomib3ys hopmyny nuddepeHITMPOBaHMS CIIOKHON QYyHKIIUHA
Y@ =f'(x)e'(0)
Y YUHUTHIBAs, YTO
@'(H)dt = dx
TTOJTyYUM
dy = f'(x)'(t)dt = f'(x)dx (4)

Wrak, Mbl ycTaHOBWIH, 4yTO dopMmyna 1id quddepeHnnana QyHKIUY UMEET OIUH U TOT K€ BUJ HE3aBUCUMO OT
TOTO SIBJSIETCSI JIM apryMeHT (YHKIMH HE3aBHUCHUMOW TEPEMEHHOM, WM OH B CBOIO Ouepelb MPEICTaBIISET
coboit (QyHKIMIO Apyroil mepemeHHoil. B mobom ciydae nuddepeHiman QyHKIUN paBeH MPOU3BEICHUIO
MPOM3BOAHON MO €e apryMeHTy Ha AuddepeHnuan AaHHOTO apryMmMeHTa. JTo CBOMCTBO auddepenimana
Ha3bIBACTCS MHBAPUAHTHOCTHIO (pOopMBI niepBoro AuddepeHimana.
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15. IIpaBujo JlonuraJs.
IIpaBuio Jlonurans

S(x)

ToBopsT, uTo OTHOmEHME IBYX PyHKuMit £) mpencrapnser co6oii mpu X = @ HeompeaeNeHHOCTh BUAA

o |lo

lim f(x)=limg(x)=0 .
, €CIIM ¥4 x—a . PackpeITh 3Ty HEONPEIeIEHHOCTh — 3TO 3HAYUT HANTHU NMPEACIbHOE 3HAYECHHE

lim £ 0
4 2(¥) | Cremyrommast TeopeMa JaeT MPaBHIIO JUIs PACKPBITHS HEOPEIeIeHHOCTH BHaa O .

Teopema 1 (mpaBuaio Jlonutagsi). [lycts aBe dyHKumum ompeneneHsl U auddepeHnrpyemMsl BCIOAY B

HCKOTOpOﬁ OKPCCTHOCTH TOYKH a , 3a UCKIIFOYUCHUECM MOXCT OBITH CAMOM TOYKH < . HYCTB JaJacc

lim f(x)=limg(x)=0
x—a x—a (5)

!
u &®)=0 BCIOYy B YKa3aHHOW BBIIIE OKPECTHOCTH TOYKH ¢ . Torma, €CIM CYIIECTBYET KOHEYHOE HIIH
. "(x . X
hmf() llmf()
GeckoHeuHOe TpeenbHoe 3Hadenne ¢ € | 1o cymectByer M mpenenbHoe 3Hauenue - €Y | mpudem
cripaBeyiuBa popmyna

llm f(x) _ llm f’(-x)
xXx—a g(x) x—a g’(x) )

Ecnn JBC (byHK]_II/H/I HUMCIOT IIpH X—a OEeCKOHEUHBIE NMpEaACIIbHBIC 3HAYCHUSA, TO €CTh
lim £(x) = lim g(x) = o
x—a xX—a , (6)

JS(x) o

TO TOBOPSIT, UTO OTHOIIEHHe ABYX pyHkumii £) mpencrapnser coboit mpu X > @ HeoNpeIeNeHHOCTh BUIA ®
. JIJ1 pacKpbITHS 3TOM HEONPEEIIEHHOCTH CIIPaBEIJIUBO YTBEPKICHHE aHAaJOTHYHOE Teopeme 1.
Teopema 2. [lycth ABe GyHKIMU omnpeneneHsl U quddepeHIpyeMbl BCIOAY B HEKOTOPOH OKPECTHOCTH

TOYKH ¢ , 3a UCKIIFOYEHHEM MOXKET OBITH caMoil Touku ¢ . ITycTh nanee
lim £(x) = lim g(x) = o
x—a x—a (5)
!
nu §®#0 BCIOZly B YKa3aHHOW BBIIIE OKPECTHOCTH TOukd ¢ . Torma, eciaM CyniecTByeT KOHEYHOE WIIH
RG] . f(x)
lim lim
GeckoHeuHoe TpeerbHoe 3HadeHne ¢ &) | 1o cymecTByeT m mpenenbHoe 3Hadenume - €0 | mpuuem
cripaBeuiiBa hopmyiia

tim 2 _ Jim L)
x—a g(x) x—a g'(x) i

3ameruM, uyTO TpaBwio JlomuTans CHpaBeUIMBO W B Cilydyae, KOTJa apryMeHT ~ CTPEeMHUTCS HE K
KOHEYHOMY, a OeCKOHeUHOMY npefery (X > 79X —=> =0 )
'), g
3aMeTHM TaKKe, 9TO €CJIH IPOM3BOIHBIC u YIOBJIETBOPSIOT TEM K€ TPeOOBaHHAM, YTO M

camMu (QyHKUUHU VACO RSN {C)) , TO MpaBWiO JlomuTans MOXXHO IPUMEHATH MOBTOPHO, TO €CTh IPEACIIBHOE
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3HAQUYCHHUEC OTHOIICHHA IICPBBIX IIPOU3BOAHBIX (bYHKHI/Iﬁ f(x) n g(x) MOXHO 3aMCHHUTBH IPEACIbHBIM
3HAQYCHUEM OTHOLICHHUA BTOPBIX IIPOU3BOJHBIX. TOFI[a MBI TOJIYUUM

. X . "(x . "(x

L BT A(CO BTINAC)

x—a g(x) x—a g'(x) x—a g"(x)

lim&—2%
Mpumep 1. Haittu npegen > 0 +x)

. - . 0
hm(ex —e )= 0 limIn(1+x)=0 —
Tak kak *? u 0 , TO IMEeM HeolpeaeieHHOCTh Buaa O . Jns ee pacKphIThs

BOCHOJIb3yeMCS MpaBUiIoM Jlonuransd:
et e ] (ex _e—x)r et e
lim lim lim =2

=0 In(l+x) 0 (In(l+x)' 0 1/(1+x)

x2
lim —
Ipumep 2. Haiitu npenen > Inx |

lim x? = limlnx = —
3}1605 xX—>0 xX—o , TO €CThb HMEECTCA HCOHpCI[eJ'IeHHOCTI) BHU1a «© | BOCHOJ‘IBSOBaBHII/ICL
npaBwioM JlonuTang noaydum

x2 !xz !, 2x
lim — = lim = lim === lim2x* =

xo©ny  xo®(lnx) x> ]/x xo®©

16.MccnenoBanue rp G-1uu ¢ MOMOIIBIO TPOU3BOAHOM. ToUKH SKCTpeMyMa, HEOOXOUMBIC B JI0CTaTOYHBIC
YCIIOBUSL.

IKCTPpEeMYM (PYHKIIUU

Heo0xomumoe YcJ1oBHE IKCTpEMyMa

OyHkuus g(X) B Touke ' UMeeT IKCTpeMyM(MaKCUMYM WJIM MUHUMYM), €CJI (DyHKITUS ONpe/ieieHa B

JIBYXCTOPOHHEHW OKPECTHOCTH TOYKH 11 JIJIst BCEX TOYEK X HEKOTOPOM 001acTH: 0 < |o — x| < ’1',
BBINIOJIHEHO COOTBETCTBEHHO HEPABEHCTBO

glr) < gla 1-';'(3 ciydae Makcumyma) uam 91 ) = gla 1.IJ(B Clly4ae MUHAMYMA).

DKCTpeMyM (GYHKIMH HAXOAUThCS 13 yemoust: | ) = U, ecm POM3BOJIHAS CYIIIECTBYET, T.C.

IIprupaBHUBACM IICPBYIO IIPOU3BOAHYIO (I)YHKI_II/II/I K HYJIIO.

JlocTaTo4Hoe yCJI0BHE IKCTpPEMyMa

1) Ilepsoe oocmamounoe ycnogue:
Ecmnu:

a) f(x) HenpeprpiBHAg QYHKIINA ¥ ONPEEieHa B HEKOTOPO OKPECTHOCTH TOUKH */'() Takoil, yTo mepBast
MPOU3BO/IHAS B JAHHOW TOYKE paBHA HYJIIO UM HE CYIIECTBYET.

0) f(x) uMeeT KOHEYHYIO IPOU3BOJHYIO B OKPECTHOCTH 3a/1aHUs U HENPEPHIBHOCTH (PYyHKIMH
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B) IPOU3BO/IHASI COXPAHSET OMpPEACTICHHBIN 3HAK CIIpaBa OT TOUKH 0 U clieBa OT ATOM K€ TOYKH, TOT/Aa TOUKY 0
MOXKHO OXapaKTEPH30BaTh CICAYIOIINM 00pa3omM

3HaK Npor3BoOHONH
Erieoa
# = x0 W= wl
1 + + SKCTREMYME HET
2 + o MAKC IR YR
= - + MUHMMYR
4 i . BHCTREMYMA HET

DT0 ycloBUE HE OYEHb yA0OHOE, TaK KaK HYy>KHO MPOBEPSITh MHOKECTBO YCIOBUN U 3aTIOMUHATh Ta0IIHUILY,
OJTHAKO €CJTH HUYETO He CKAa3aHO O MPOU3BOIHBIX BBICIIUX MOPSAKAX, TO 3TO CAUHCTBEHHBINA CIIOCO0 HAWTH
IKCTPEMYM (PYHKITUH.

2) Bmopoe oocmamounoe yciogue

Ecmu dynkims g(x) o6aaaaeT BTopoi mpou3BoaHOM ) NpUYeM B HEKOTOPOH ToUKe i epBast
NPOU3BO/IHAS PaBHA HYJIIO, & BTOpast POU3BOIHAS OTJAMYHO OT HyIsi. Torna Touka-'iskeTpeMmyM GyHKIuH g(X),

T
=) < “, TO TOYKA SIBISAETCS

npuueM eciau l:r0) , TO TOYKA SBJIIETCS MAKCUMYMOM; ecin 4 l:r0)
MHHUMYMOM.
3) Tpemwve Oocmamounoe yciogue

ITycte QyHKIMSA g(X) UMEET B HEKOTOPOH OKPECTHOCTH TOUKH 0! N IPOM3BOJHBIX, IPUYEM 3HAUECHUE
nepBbIX (N - 1)- oif u camoii pyHKIIMK B 3TOM TOUKE PaBHO HYJIIO, a 3HaUYeHHE N-0Oif MPOU3BOIHON OTIMYHO OT
Hynd. B Takom citydae:

N (N
a) Eci N - yetHo, To Touka 0 sxctpemyM bynkupm: ¥\ o) <0 y QyHKIHMU TOYKA MAKCUMYyMa,

(N
g ag) =0 y (DyHKIUH TOYKA MHHHMYMA.

0) Ecnu N - HedeTHO, T0 B Touke "0 y yHKINHU g(X) SKCTpeMyMa HeT.

AOCOIIOTHBIN SKCTPEMYM

Haubonbiiee(Hanmenbliiee) 3Ha4YeHNE HAa CErMEHTe [a;b] HempepbIBHOM PyHKINU g(X) JOCTUTAETCs WU B
KPUTUYECKOH TOUKE ITON (QYHKIHMH(T.C. T/Ie IPOU3BOIHAS PaBHA HYJIIO WM HE CYIIECTBYET), MM B TPAHHYHBIX
TOYKaxX a U b JaHHOTO CEeTMEHTA.

17.Touku nepern6a. Heo0xoqumoe u 10cTaTOUHOE YCJIOBUSI CYyLIIECTBOBAHNUS TOUKHU NMeperuda,
HanpapJjieHHe BbIMYKJIOCTH.

Touku nepernda rpagpuxa GyHkunu

Onpenenenne. Touka M (/) rpapuka dpymxumn Y=/ pasemaercs Toukoit mepern6a sroro
rpauka, €cid CyLIeCTByeT Takas OKPECTHOCTh TOYKM X=C ocH abcuucc, B Ipeieiax KOTOpol rpaduk

(bYHKI_[I/II/I CIIpaBa U CJI€Ba OT TOYKH ¢ umeer Pa3HBIC HaIlIpaBJICHHUA BBIITYKIOCTH.
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Ecnu dynkums A muddepeHnrpyeMa B TOUke € U ee OKPECTHOCTH, TO TEOMETPUUYECKU ITO O3HAYAET,

4TO rpa@uK QyHKIHUU MEPEXOJUT B OKPECTHOCTH TOYKU M(c, f(e) ¢ OJTHOM CTOPOHBI KacaTeJIbHON Ha IPYTyIO
(puc. 3).

Ecnu dynkuus f(x) HenpepplBHA B Touke ¢, auddepeHurpyeMa B OKPECTHOCTH TOYKH €, 3a

lim f'(x) =
HUCKJIIOYEHUEM CaMoOil Touku €, m *>¢ , To Tpadpuk (YHKIUH B OKPECTHOCTH TOUKH M(c, 1 ()

HAaXOJUTCS I10 Pa3Hble CTOPOHBI OT BEPTUKAIBHON KacaTeslbHON X =€ (puc. 4).

y y

M(c.f(c))

Puc. 3 Puc. 4
Teopema 3 (Heo0XxoguMOe ycJIOBHE CYLIECTBOBAHUS TOUKH neperunda). Ilycts GpyHKIms ) yneer
TOuKe *=C¢ HempepbIBHYIO BTOPYIO Mpou3BOAHY0. Torma, ecim Todyka (€. /() gpngercs Touxoit neperuda
" _
rpaduka Gynkuun, To /(=0
f"(e)=0
3aMeTuM, 4YTO YCIIOBHE ABJSIeTCS HEOOXOJUMBIM, HO HEJOCTAaTOYHBIM YCIOBUEM Ieperuda

_ .4
rpaduka byrxmm B Touke &/ () | Pacemorpum, manpumep dymxmmio /) =" Bropas nponssonmas sroii

bynxmm "(x)=12x2’ obpamaercs B Hytb Touke *=0 . Onmako Ha Beeif umcrosoit ocm ()20
CIJIeZIOBaTEIbHO, BCIOMY Ha ATOH ocH rpaduk (PYHKIUU UMEET BBITYKIIOCTh, HAMPABICHHYIO BHU3, U TOYKA (0.0)
HE SIBJIICTCSI TOUKOM meperuoa.

Teopema 4 (mocTarouHoe YCJIOBHe HAJU4YUsl TOYKH mneperuda). Ecom dyHKIUA f()
muddepennmpyema B Touke X =€, nBaxnael muddepeHnrpyemMa B HEKOTOPOW OKPECTHOCTH TOYKH €, 3a
UCKITIOYeHHEM, OBbITh MOXKET, caMOil TOYkd € | BTOpas MPOU3BOJHAS ") venser snak MIpHU TIepEeXOe
apryMeHra yepe3 TOuky € , TO To4Ka (€. /() gpngercs Touxoit neperu6da rpaduka QyHKINU.

3ameTuM, 4TO eciau (PyHKIUS HempepbiBHA B Touke *=C¢ | nBaxiapl nuddepeHupyemMa B HEKOTOPOIl

OKPECTHOCTH TOYKM € , 32 UCKIIFOYEHUEM CaMOM TOYKM € , U UMEET B TOUKE (. /(c) KacaTeJIbHYI0 (XOTs Obl

HapajijiesIbHy0 OCH Oy ), TO YTBEPKIECHUE TEOPEMBI 4 TaKKe CIIPABE]JIUBO.

y=—(x-1)’x+2)-Z+2
IIpumep 1. Haiitu Touku neperuda rpaduka GpyHKIAN 2.

Haiinem npousBoHbIe 3aJaHHON (DYHKITUH:
Y=3x-1)(x+2)—(x—1)° -1/2

Y'==6(x=D(x+2)=3(x-1)° =3(x—1)* ==6(x ~D(x + 2+ x - 1) =—12(x = )(x +1/2) _

Bropas npoussogHas
Y'==12(x =1)(x+1/2)
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x=-1/2

obpamaercs B Hy/b B Toukax X =1 U MEHSET 3HaK IPU NEPEX0ie Yepes

x=-1/2

9THU TOYKHU. CJ'IeI[OBaTCJ'IBHO, TOUYKH * =1 u SABJIAOTCA TOUKaMH nepem6a

rpaduka GyHKUMH. 3aMETHM Tak)Ke, YTO Ha HHTEpBaslax (-0=1/2) (L)
y"<0

, ciemoBaTeNbHO, rpaduK (yHKIMH WMEET BBIMYKJIOCTb, HAIPaBICHHYIO
(-1/2,) y">0

BBepx. Ha mHTepBane
HaIpaBJIeHHYIO BHU3.

, 1 rpa@uK (QyHKIUU UMEET BBIMYKIOCTb,

_3/e_
Ipumep 2. Haiitu Touku neperu6a rpaduxa ¢pynxuuu > =~ V¥ 1+2
Dta QyHKIHS HEpepbIBHA HA BCEH YUCIIOBOM OCH M UMEET KOHEYHYIO BTOPYIO
5

y=-2x-1)
9

MIPOU3BOIHYIO BCIOJly Ha YHCIIOBOM MPSMOM, 32 HCKIIFOUEHUEM TOYKH

x=1 Tpuuemnpu ¥<! V' >0 appu x>1 Y <0 Broyge x=1 peppas

2 v
,_1 3 o 0 ’
yi=—(x-1°7 lim y'(x) =0 0 1 2
POU3BOIHAS (DYHKIMH 3 He onpenescHa. [IockoapKy ! , TO

rpaduk pyHkum uMmeeT B Touke (1,2) BepTUKaIbHYIO KacaTelbHyI0. Tak Kak BTOpasi MPOU3BOIHAS MEHSIET 3HAK

TIpH mepexozie uepes Touky ¥ =1 | 1o Touka (1,2) ABIseTcs TouKoit epern6a.
HanpasiieHue BbINYKJI0CTH rpadpuka QyHKIUU

ITycts pyHKIMSA J(x) muddepeHpyemMa B J1t000i TOYKE MHTEpBaja (a.5) , TO €CTh UMEET B JIO00i

TOYKE ATOr0 HMHTEpBaja KOHEUHYIO NpPOM3BOAHYI0. Torma cymiecTByeT KacareiabHas K rpaduky (QyHKIUH

=1 npoxomsmas uepes mobyio Touxy M %S () sror0 rpadura (¢ <¥<8) | npuuem sra xacarensas

He mapannensna ocn Y .

Oupenenenne. Tosopst, uto rpapux dymxmm * =7/ %) pveer ma unrepsane (42 prmyxmocts,

HalpaBJI€HHYIO BHU3 (BBEpX), €clid rpa@uk 3ToW (QyHKUMU JEKUT HE HIbke ( He BbIIIe) JI000M cBoei
KacareJIbHOM.
Ha puc. 1 nzobpaxen rpadux ¢pyHKINU, BBITYKJION BHU3, a HA pUC. 2 — BBIIMYKJION BBEPX.

Puc. 1 Puc. 2

(a,b)

Teopema 1. Eciiu dynkuus ¥ =/ pmeer na UHTEpBAJIC KOHEUHYIO0 BTOPYIO IIPOU3BOJIHYIO U

€CJIM dTa TPOM3BOAHAS HEOTpHIATEIbHA (HENOJIOKUTENbHA) BCIOAY HA 3TOM HMHTEpBaje, TO Tpapuk GyHKIUN

MMEET Ha MHTEpBaye (a,5) BBIMTYKJIOCTh, HAMPABJICHHYIO BHU3 (BBEPX).
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Teopema 2. Ilycts BTOpas mnpousBogHas QyHKOMA =/(x) HENpephlBHA U TOJOXKHUTEIbHA

(oTpunarenbHa) B TOUke X =C | TOrja CyIIEeCTBYET Takasi OKPECTHOCTh TOUKU € , B mpejenax KoTopou rpaduk
(GYHKIIMHM UMEET BBIITYKIJIOCTh, HAIIPABICHHYIO BHU3 (BBEPX).

18.AcumnroThl rpadpuka GpyHKIUM.
AcumMnToThl rpadpuka GyHkuumn

Onpenenenne. [Ipsmas ¥ =¢ Ha3pBaeTCs BEPTUKAIBLHON acMMNTOTOM Tpaduka (QyHKIUH - =/(x) ,

lim f(x) lim f(x)

€CJIM XOTsI Obl O/THO U3 MPEAEIbHBIX 3HAUEHUN *—e+0 un ¥a0 paBHO t®© wiam — X .
3amMeTuM, 4To eciau mpsMas X =@, gBisieTCsl BEPTUKAIbHONM aCUMITOTOM, TO TOYKa ¢ — 3TO TOYKa

paspbiBa BTOpPOrO poja, B KOTOPOW (YyHKUHUS F) pe ompeneneHa. [loatomy s TOro, 4roObl HaWTH
BEPTUKAJIbHbIE aCUMIITOTHI HY>KHO UCCIIEIOBATh TOYKHU, B KOTOPBIX (PYHKITHS HE OIpe/eieHa.

g Y=R*D yasppaercs maxmommoit acummroToit rpaduka ymkmm Y =/ )

F(x)=kx+b+a(x)

Omnpenesenue. [Ipsma
npu X 2> +0 (X0 ecnu f) npeacTaBuMa B BUJIC rae a(¥) __ Geckomedno
Manast QyHKOus mpu X > TO (X —> =0 ),

Teopema. J{yst Toro, 4ro6sl rpadpuk Qpynkiuu =/ yven HAKJIOHHYIO aCUMITOTY, HEOOXOAUMO U
J0CTAaTOYHO, YTOOBI CYIIECTBOBAJIH JIBA KOHEYHBIX MTPEICTbHBIX 3HAYCHUS

lim L&k
Pl
Saec ()
lim (f(x)—kv)=b
() . @)
CxT-3x-2
IMpumep. Haiitu acumnToTsl rpaduka GyHKIIIH T

JlanHas GyHKIWMS He onpeneseHa B Touke X =~ . Haitnem npenensrHoe 3HaueHne GyHKIHM npu X —> —1

. x? —3x-2
im —————— =+
x—>—1%0 x+1
CrenoBatenbHo, rpaduK 3ToH QYHKIMM HMeeT BepTUKAIbHYI0 acumnrory * =1
YroOBI BBISICHHTB, €CTh JIH y Tpaduka (YHKINN HAKJIOHHBIC aCHMIITOTHI, HAIEM TpeAeIbHbIC 3HAYCHUS

(D, 2):

. 2
k=1im L2 _fim X "2,
x>0y x>0 x(x+1)
2
b=Tlim(f(x)—hv) = lim| "2 | _fim =222y
X—»00 X—>00 (x+]) X—>0 (x+])

y=x-4

Wrak, npsimast SIBJISIETCS] HAKJIOHHOM acCMMITOTOM Tpaduka nmpu X = +© g X —=>—%0

19.MTEPBOOBPA3HAS U HEONPEJEJIEHHBIA UHTET PAJI

IlonsiTHe mepBo0Opa3HOIl PyHKIUH
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Onpenenenune. DyHkuMsA FO) yaspsaercs nepBooOpa3Hor GyHKIMEH sl (QYHKITUH J() ya

F(x)

UHTEpBaJIe (a.0) , ecnu B JI000H Touke X 3TOro MHTEpBaja (YHKLUSI muddepeHurpyema, u ee

npomssomaas £ ) papma /) |
CaoiicTBa nepBoo0OpPa3HbIX

F(x) a,b)

1) Ecnu dynkms SBIISIETCS TIEpBOOOPa3HON GYHKIMEH A GYHKIIMH () ya WHTEpBale ( ,

Fx)+C ,tne ¢ — mpom3BONBbHAS TOCTOSHHAS, TAKKE SBISAETCS MEPBOOOPA3HOH (yHKIHE

st pyrxmmn / Y) na untepsane (a,)

JIeHCTBUTEIBHO,

TO U QyHKIHA

(F)+C) =F'()=f(x)_

2) Eemn 119y F2(Y) __ peppoo6pasmete dynxumn mia dyrxkumn /%) na pnrepsane (a.5) , TO

F(x)-Fy(x)=C

IMOBCIOAY Ha 3TOM MHTEPBAJIC , TAC O HCEKOTOpPAas MMOCTOsAHHA.

Tonowum 11D =FH)=PE) Tax xax xamnmas ns pymxumit 11y 20 qugepenuupyema na

VMHTEpBaje (ab) , TO U D(x) muddepeHpyemMa Ha 3TOM UHTepBasie. [IpudeM BCiomy Ha MHTEpBaje (a.0)

CIPABEINBO PABEHCTBO
Q'(x)=F(x) - F;(x)= f(x) = f(x)=0

D'(x) a,b) D(x)

Tak kak mpou3BOAHAA paBHa HYJIIO B JIO0OW TOYKE WMHTEpBasIa (
MOCTOSTHHOM Ha 3TOM MHTEpBAJIE.

, TO (QyHKIUSA SBIISIETCS

3) Ecnu dynxmus F(X) gpnseres nepBooOpazHoil pyHKIMeN 11 QyHKIUN S ya WHTEpBaje (a.b) ,

D(x)

To nro0as nepBooOpaszHas (QyHKUIUSA g (yHKIUK () ya UHTEpBaJe (a,0) UMeeT BH]

D) =F()+C ,rne ¢ — HekoTopas MoCTOAHHASL.

OTO yTBEPKACHUS ABIIAETCS CIEICTBUEM CBOMCTBA 2.
HeonpenejeHHbI HHTErPaJI

Onpenenenne. CoBOKYNHOCT: Beex mepBoobpasusx ynxmin /) Ha nnrepsane (a,5)

[ f(x)dx

Ha3bIBACTCs

HEeOoMpeAeNICHHBIM UHTETPAIOM OT (PYHKIIMH J() 4 o6osnauaeres cumBomOM . B atom 0603HaueHnn

3HaK '[ Ha3bIBA€CTCA 3HAKOM HHTEIpala, f (x)dx — IIOABIHTErpajbHbIM BBIPAXKCHUCM, f (x)

MOJBIHTErpajJbHON (QyHKIMEH, X . — ImepeMeHHON HHTErpupPOBaHUSI.

F(x) a,b)

Ecnu gynkius ABJISIETCS IEPBOOOPa3HON PyHKIMEN A1 QyHKIUH ) ya UHTEpBaJe (
CWJIy IIPUBEJCHHOIO BBIILIE CICACTBUS

, TOB
[ f(x)dx=F(x)+C

rac c — MMPOUN3BOJIbHAA IMOCTOSIHHAA.

3aMeTUM TaKKe, 4To, eciu s (YHKIUU ACO WHTEpBaJe (a,5) CYIIECTBYET IMepBOOOpa3Hast
(YHKIHS, TO TOIBIHTETPAIbHOE BBIPAXKEHHE MPEACTaBIsAeT coO0oil muddepeHuan ao00il mepBooOpa3HOM.

JIefiCTBUTENBHO, €CIIH F(X) gpngercs nepBooOpa3zHoil pyHKuKen A QyHKIUU J(X) ya UHTEpBase (a,b) , TO
f(x)dx=F'(x)dx =dF
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20.CBoiicTBa HeonpeaeJJeHHOI0 HHTerpaJa.
IT S(x) F(x)
YCTh  (YHKIIHS MMEET Ha HEKOTOPOM HWHTEpBalie IMEePBOOOPA3HYI0 (YHKITHIO .
HeonpeneneHnHblil MHTErpaga UMEET CIEIYIOLIIME CBOMCTBA!

N d([ f(xydx)= f(x)dx

HeﬁCTBHTCHLHO, HCIIOJIB3YA OIIPEACIICHUC HCOIIPCACICHHOTO HHTCTpajid, UMECM
d([ f(x)dx)= d(F(x)+ C) = F'(x)dx = f(x)dx

) [dF =F(x)+C

dF = F'(x)dx F'(x)

Tak kak , @ TepBOOOpPa3HOI 1 PYHKIUU ABJsieTC (PyHKIHS F(x) , TO COIJIaCHO

OMPEACICHUTIO HCONMPEACICHHOI0 MHTETrpajia moIyuumM
[dF = [F'(x)dx=F(x)+C
3 [ @)+ go)dx = [ f(x)dx + [ gx)dx

Gl _ nepBooOpasHas s GyHkuun € (), Torma cBOMCTBO 3 MOXKHO 3amUCaTh B BUJIE

[(f(x) + g(x))dx = F(x) + G(x) + C

F(x)+G(x)

IlycTp

CrnenoBareIbHO, CBOMCTBO 3 03HAYAET, 4YTO — 5TO HepBOOOpasHas I (yHKIUH ) +g(x)
ITokaxkeM, 4TO IOCIIEIHEE YTBEPKICHUE CIIPABEUIMBO. [IeHCTBUTEIBHO,

(F(x)+G(x) =F'(x)+ G'(x) = f(x) + g(x)
4 J(Af(0)dx = A f (x)dx

rac 4 — HCEKOTOpPAsA NMOCTOSAHHAA.

[lepenuiiem cBoiicTBO 4 B BHJC J (4f () = AF (x) + C U TOKaXEM, YTO AF(X)  gpngercs
nepBooOpazHor hyHKIMEH s QyHKITUN Af(x) JleficTBUTENBHO,
(AF(x))' = AF'(x) = Af (x)
[ flryax =% 1 ¢ -
5. k ,tne ') neppoobpasnas dymxumn /) |
Iycts =4  Torma
F(kx) | " F'()(kx) / .
( J = =F'(1)= f (1) = f(kx)
ko). k ‘
F (kx)
CrnenoBarensHO, K sgBIsieTCsS MEpBOOOPA3HOI MOABIHTETPATLHON HYHKIIHH f k)
21.Tabuua MHTErpaJioB.
[TockonmbKy  HEONpENENCHHBI HWHTETpal — 93TO COBOKYITHOCTh TEPBOOOPA3HBIX Fx)+C TSt
[ f(x)dx

MOJBIHTErPaJIbHON (YHKIIMH, TO JIJISl HAXOXK/IEHUS HEOTIPEIeICHHOIO HHTerpaia
F(x)

, TpedyeTcs OThICKaTh

(byHKIHIO , YIOBIICTBOPSIOLIYIO COOTHOIIICHHIO Fix)=f(x) . HemocpencTBeHHON NPOBEPKOM 3TOTO
COOTHOIICHUS MOKHO y6eI[I/ITLC$I B CIIPpaBCJIMBOCTU CIICAYIOIINUX (I)OpMyJ'I.
| Jo-dx=C
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jdx=x+C

2.
a+l
Ix dx== +C
3. a+1 (a*-1),
[“ =i+ C
4, " x (x#0),

5. .fa"dx=E+C Iexdxzex +C

jsinxdx:—cosx+C

6.
7 Icosxdxzsinx+C
dx
f—ztgx+C (x¢£+rm,ner
8. coszx , 2
I x =—ctgx+C
9 sin’x (x¢7m,neZ)

2

=arcsinx +C

dx
10. I\H_xz (—1<X<1).

b

I =arctgx + C
1. 1+x .
dx
I =1nx+\/xzirl‘+C
12. szil

x|>1
( 3 , €CJIM B TIOJIKOPEHHOM BBIPa)KEHUH BBIOPAH 3HAK —).

= arcsm +C

13. I\/ (a>0,—a<x<a)

b

dx 1 X
f =—arctg—+C
15, @ +x® 44 (a>0)

+\/x2 +q°

+C

,(a>0, x| >a , €CITH BBIOPaH 3HAK —).

ILz
16. \/xzia2

dx 1 a+x
| =—In—I+C
17. a2_x2 2a a—x ’(a>0’|x|¢a)'
—lntg +C
18. sin x )
x 1ntg(—+—j +C
19 COS X 4

20 jtgxdx:—1n|cosx|+C

22.MeT1obl HHTETPUPOBAHUSA:3aMEHA NePEeMEHHOI.
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3aMeHa nepeMeHHOIi B Heonpeae1eHHOM HHTerpaJe
Teopema. Ilyctb (yHKuus =¢(x) ofpesiefieHa W HEeINpepblBHA HAa MHOXKECTBE ) U TyCTh o

MHOKECTBO BceX 3HaueHmil stoit pynkiuu. Ilycts manee mns GyHkuum & () CYILIECTBYET HA MHOYKECTBE e}

G(1)

nepBooOpazHas GyHKIUSA , TO €CTb

[e)ydt=G@)+C

Torna BCIOLY HAa MHOKECTBE ) i GyHkuun € (@(x)e’(x) CYLIECTBYET MepBOOOpasHast (QYHKIMs, paBHAas
G@(X) 10 ects
[ 2@(x))¢'(x)dx = G(p(x)) + C _

Joxka3zareabcTBo. [Iockonbky

% Gle(x)=G'(0)e'(x) = g(1)9"(x) = g(@(x)e"(x)

’
to dyrxmas @) gpngerca mepsooGpashoit s Gyrkmum §@NP ()
3aMeHa TlepeMEHHOI ABJIAETCS OJHMM M3 OCHOBHBIX METOJ0B MHTErPMPOBaHHUs. [IpenoIoKuM, 9To HaM

yIanoch BHIOpaTh B KauecTBE HOBOH MEPEMEHHOH Takyio muddepeHumpyemyo (QyHKImH©0 =¢(x) , 4To

nompimTerpansaas Gyrxmus | ) mosker 6vrte npencrasnena B e J ) =8@ONO () |4 yrrerpan Jgydr

JICTKO BBIYUCIIACTCA, TOrAda Ha OCHOBAHHH TCOPEMbI O 3aMCHC nepeMeHHoﬁ B HCOIIPCACICHHOM HHTCIpaJIC
NMEEM

[ £ ()= [ g(@(x) (x)d = [ g(t)dt = G (1) + C = Glgp(x)) + C )

Jlob6aBuM Temeph K TaOIMIIE OCHOBHBIX HMHTETPAIOB HECKOIBKO YacTO BCTPEUANOIIMXCS HHTETPAJIOB,
KOTOPBIE MBI Haﬁ;[eM C IIOMOILIBIO 3aMEHbI IEPEMEHHOM.

= arcsm +C

I\/ (a>0,—a<x<a)‘

b

2 2 _ 2
CrenaeM 3aMeHy NepeMeHHol ! =X/d rtorma Y=at  dx=adt Va? —x* =av1-1 u

. .X
=arcsint + C =arcsin—+ C

dx adt
J‘\/azxz ja\/lt2 a

dx 1 X
_f =—arctg—+C
18. a'+x? 4 (a>0)

B sToM unHTerpasie Takxke crienaem 3aMeHy nepeMeHHoﬁ t=x/a B pesynprare Moxydaum

I —_[ :larctgt+C=larctg£+C

a’+x atd+1?) 4 a a

x+\/x2 +a’

jLzln

19. xzia

+C

,(a> 0, |x‘ >a , €CITU BBIOpAH 3HAK —).

DTOT MHTErpall ¢ MOMOLIBIO 3aMEeHbI IepeMeHHOH =X/ @ MoxHO cBecTH K MHTerpany 12.

2
4V £+ C=InE + (fj +1|+C =
a

a

J‘ dx =I adt —In
\lxzia2 a\/tzil
x+Vx*+a*|-lna+C
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3aMeTHM, 4TO TOCKOIBKY ¢ — HEKOTopas TOJOKHTeNIbHas mocrosHHas, To C —1Md — 310 mpomssonbHas
nocrostHHas, 1o3ToMy B hopmyie (19) € —Ina zamenmmira C .
dx 1
[~ L
20. @’ -xt 2
[TpeoOpasyem MoabIHTErpabHYIO (DYHKIIHIO K BUIY

1 1 1 1
=— +
2 2 2a\a-x a+x
a

- X

a+x

+C
L(a>0 pl#ay

a—Xx

dx dx

U pAaCCMOTPUM HHTETPAJIBI '[ a+x y " a-x B uepBoM MHTErpaje CIejaeM 3aMeHy NMepeMeHHon [=a+X g

BO BTOpoM Y =a =X Torga df=dx  du=-dx B pesynsrare 3aMeHbI IIOTy4HM

d di
Y _u=—1n|u|+C=—1n|a—x|+C
a—Xx u

J-=]%=m|e|+C=mnla+x]+C |

a+x t

Jlanee Bocnosib3yeMcsi CBOMCTBaMH 3 U 4 HEOIPEIEIEHHOTO HHTErpasa

dx 1 dx dx 1 1 +
J'—=— j +J' - L(nja+x|-Inja-x)+C=—1" ¢
a2 _x? 2a a+x a-x 2a 2a |a-x
d
= =In tgi +C
21 sin x 2
[IpeoOpazyem MoabIHTErpabHYIO (DYHKIIHIO
1 1 1
st x Zsinfcosi Ztgfcos2 x
2 2 2
dx
dt=—="—
X 2 X
t=tg— 2cos” —
U C/IETIAEM 3aMEHY NIEPEMEHHOMN 2 . Torga 2 u
d dx dt
[= = [Z=In|t|+C=InltigZ+C
sin x X 2 X t 2
2tg—cos” —
2
d>
" gl T+ |+ C
22 cos x 2 4
cosx =sin| x + — f=x+—
3amMeTuM, 4To , U CIIeJIaeM 3aMEeHy IepeMEHHON 2 . B pe3ynbrare moay4num
dx dx dt t
_[ =J = —=ln|tg—|+C=lntg(£+%)+C
2 2

cos x . T sin ¢
sin| x + —
2

23 jtgxdx=—ln|cosx|+C

DTOT MHTETpaIl BEIUMCIAETCS C HOMOIIBIO 3aMEHBI TIEpeMEHHOM ! =C0SX  TIpy sTom 4@ =—sinxdx y

jtgxdx = I dx =

i dt
S x _I_:_1n|t\+C=—ln|cosx|+C
t

COoS X
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[Ipu wHTErpUpOBaHMM IyTeM 3aMEHBl NEPEMEHHOH mpeoOpa3zoBanust (1) Hepeako 3amKCHIBAIOT B
COKpALICHHOM BUJIE

[ 1 (0dx = [ 2@’ (x)dx = [ g(p(x)dp = G(p(x) +C )

B sToM cnyuae, roBopAT, yTO (PyHKIIHS ?() nonsenena nox 3Hax muddepennuana. [Ipu Takoit popme
3aIUCH BBIUMCIIEHUE HHTeTpaa 23 mpuodpeTaeT BUI

[tgxdy = [ 2% gy = [ L95X _ i cos x| +C

Cos x CosS x

sin x

[IpuBenem ere HECKOIBKO MPUMEPOB.

earctgx
x=|e arctgr) =e
d J‘ arctgxd( th) arctg x +C
2
Mpumep 1. 1+x . B aToM unTerpaine ¢akruyecku Oblia cenana
samena |~ 38X yo vacts npeoOpa3oBaHuil

_[eamgxd(arctgx) = je’dt =e' +C=""" +C
OITyIIIEHA.

[2x(x7 +5) dv= [ (x> +5)° d(x> +5) =~(x* +5)° + C
IIpumep 2. 6 B naHHOM 3amucu BBIYMCIECHUS

WHTETpaJla Mbl OISATHh OMYCTHJIM YacTh MpeoOpa3oBaHUM, ToABeAs MMoxa 3HaK auddepeHnmana (QyHKIHO

t=x2+5.

. . . 1 .
Ismz xcosxabc=J‘sm2 xd(sinx)=—sin’ x+ C
3

[pumep 3. . 3neck mo 3Hak auddepeHimana moaBeneHa

23.HTerpupoBaHue Mo 4YacTaM.

®DopMyJia HHTETPUPOBAHUSA 110 YACTAM

[ycth kaxmas u3 (GyHKIHH u(x) y vx) nuddepeHEpyemMa Ha MHOKECTBE ) U, KpOME TOTO, Ha
TOM MHOKECTBE CylIEeCTByeT nepsoodpastas ans ¢ynkuun "% ) | Torna ma muoxectse ) CYIIECTBYET
nepsoo6pastas u wis pyrxu V') | npyuem crpaseusa gopmyna

Iu(x)v'(x)dx =u(x)v(x) - .[ v(x)u'(x)dx 1)
Joka3aTeabcTBO. Bocmonb3yemcst GopMysoil mpoOnu3BOIHON MPOU3BENCHUS IBYX (PYHKITHI
(W) =u'v+uw'
VMHOMKHM 9TO PaBEHCTBO Ha %X M BO3bMEM MHTETPas OT TPaBOii U NeBOif yacTH
[ @(x)v(x)) dx = [u(x)v'(x)dx + [ v(x)u'(x)dx

_f @(x)v(x))'dx=u(x)v(x)+ C fv(x)u "(x)dx

Tak kak
[u(x)v'(x)dx

, @ MHTETpal CYILIECTBYET , TO CYIECTBYET U UHTETPA

, Ipu4eM
Ju(x)v'(x)dx = [ @(x)v(x)) dx = [ v(x)u' (x)dx = u(x)v(x) - [ v(xu'(x)dx

vdy=dv o w'(Ddx=du gonny (1) MoxHO 3amicats B BiE

[uCodv=ux)v(x) = [v()du )
36
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IIpumep 1. Haiitu naTerpan -[ xe' dx .

_ _ X _ x _ X
[puMeHnM (GOPMYITy HHTETPHPOBAHHS IO YacTsM (4), momaras ¥ =%  du=dx v=e' dv=e'dx=de
. B pesynbrare nonyuum

[xe*dx =[xde* =xe* —[e*dx=xe" —e* +C

2
IIpumep 2. Haiitu uHTErpa J* cosxdx .

2 .
[onaras B hopMyJie HHTETPHPOBAHKS 110 4acTaM (2) ¥ =X | du=2x = dv=cosxdx=dsinx pomgyuum

.[xz cosxdxzJ-xzdsinxzx2 sin x — ZJ‘xsinxdx

.[ X sin xdx

Jng  BplUMCIEHUST  UHTErpania eme pa3 mnpumenuMm  dopmyny (2) (=X, du = dx ,

dv=sinxdx=d(=cosx) ~v=-cosx) B pesynsrare umeem

Ix2 cos xdx = x* sin x — 2(— XCosXx + jcos xdx)z

2 . .
=x"sinx+2xcosx—2sinx+C |

IIpumep 3. Haiitu uaterpan f ¢ cosxdx .

[ycrp =€  dv=cosxdx=dsinx Torpa o dpopmyie (2)

I = J.e“‘ cosxdx=e” sinx — fe"' sin xdx

b

Iex sin xdx

_ X
[Ipu BBIYUCIIEHUH WHTETpaa CHOBa HCTONB3YeM (HOpMYyTy HHTETPUPOBAHUS MO 4acTsIMm (4 =€ |

dv =sin xdx = d(—cos x) )
[=e" sinx—(— e’ cosx+je" cosxdx)=e“" sinx+e”* cosx—1

B pesynbrare Mbl OJIy4UIId JTHHEWHOE airedpandeckoe ypaBHEHHE OTHOCUTENLHO
I=e"sinx+e’ cosx—1
Pemas ero, Haxogum

I=(e"sinx+e"cosx)/2+C

IIpumep 4. Halitn naTerpan j In xdx .

Hycts #=Inx ~dv=dx Torgamo ¢popMyne HHTErpHPOBAHKS 110 YACTAM HMEEM

Ilnxdx:xlnx—jxélenx—x+C
X

C moMOoNIbI0 MHTETPUPOBAHHUS 110 YACTSIM BBIYUCIISIFOTCS] HHTETPAJIBI CICTYIOIINX BUIOB:
1 j(ax+b)"exdx j(ax+b)” cos xdx j(ax+b)” sin xdx
b b .

u=(ax+b)" du = a(ax + b)" " dx

[Ipy BBIUMCIEHUH 3TUX MHTETPAJIOB CIEAYET MOJOKHUTH
TO B pe3y/IbTaTe NHTETPUPOBAHUS 10 YACTSAM MOJIY4YaTCsl MHTErPAJIbl BUAA

f(ax +b)" e dx I(ax +b)"" cos xdx _[(ax +b)"" sin xdx

. ITockonbky

[Tpumensist popmyily HHTETPUPOBAHUS 110 YaCTAM ! pa3 MpuAeM K TaOIUYHBIM HHTETpasiaM
.[exdx fcos xdx Jsin xdx
b 9 .
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2) .[e"x cos bxdx ’ I e™ sin bxdx .

_ ax
[Tpumensiss nBax bl GOpMyny UHTETPUPOBAHUS 10 YACTIM (u=e , IPUXOAUM K YPaBHEHUIO IEPBOTO

MOPsAJIKa OTHOCUTENIBHO pacCMaTpuBaEMOro HHTErpana. Pemms 310 ypaBHEHHE HalZIeM HCKOMBIN UHTErpall.
3) HonwIETErpanbHas GyHKIHUSA CONEPKUT MHOKHUTENI; 11X | arcsinx = arccosx arctgx
B stoM ciyuyae B ¢popmysie MHTETPUPOBAHHUS IO YACTSAM HAAO0 MOJOKUTH (PYyHKIHIO u(x) , PaBHOM OZHOM
U3 YKa3aHHBIX (QYHKIUH.

24.0npeneseHHBIH HHTETPaJl, €r0 FreOMETPHYECKUH CMBICII.

Omnpenenenune. OyHKuMA ) yaspaercs uHTerpupyemo mno Pumany Ha orpeske [a’b], eciu
CYIIECTBYET KOHEUHBIN Tpenea / HHTErpaibHBIX CyMM 3TOM (YHKIUH TIPU 0r >0 yiasanuiit npexen !
MHTETPAJbHBIX CYMM Ha3bIBAaCTCsl ONPEACTICHHBIM HHTErpajoM (yHKIUU J) ya OTpe3Ke [.2] u

b
[ ()

o0o3HayaeTcs ¢
Hrak

b
[f@)dx= lim o (f.6.£2m8,)

B zammcu OIIpCACIICHHOI'O HHTCTPajia @ Ha3bIBAKOT HUKHUM npeacioM HHTCTPUPOBAHMA, b BCPXHUM

IIPENETIOM HHTETPUPOBAHUS, G R HO/BIHTETPaIbHON  (DYHKIUEH, OTpe3oK la.b] HUHTEPBAIIOM
MHTETPUPOBAHUS.
W3 omnpeneneHuss ONpeNesleHHOIO MHTErpana CiefayeT, 4YTO [ HEOTPULATEIbHbIX (QYyHKIUI
6, >0

ONPENEICHHBI UHTETPal SBIAETCS IPENEIOM IPH MIOCJIEI0BAaTENBHOCTH TUIOIANEH PAaCCMOTPEHHBIX
BbIIIE CTyNeHYaThiX Guryp. [losTroMy oH paBeH ruriomany GUrypsl, orpaHHuYEeHHON rpadukoM QyHKIHN J) ,

OTPE3KOM [a.2] oct OX pupameiMp X=4a | X=b  Tozxe MBI JOKaXKEM 3TO yTBEpKICHHE GONEe CTPOTO.

I'eomeTpryeckuii CMbICJI ONPeAeJIEHHOT0 MHTerpaJja

[TycTte QyHKIHSA ACY HENpepbIBHA U HEOTPHUIIATEIIbHA HA OTPE3KE [a.] . KpuBonunenino Tpaneuuei

HazbIBaeTcs Gpurypa 0 , OTpaHMYEHHAs TIpAMBIMH X =4  X=b ocpro OX y rpapuxom dyHKIHHM f) (puc.
3)

38



3ametuM, uTo HWXKHAS cymma [lapOy § mpencraBiaser coOod IUIOIaib CTYNEHYaTroil (urypsl,

BIIMCAHHOH B KPMBOJNMHEHHYIO Tpamelmio, a BepxHas cymma Jlapby S — mmomans CTymeHdaToil (Gurypsr,
ONMCAHHOW BOKPYT KPUBOJIMHEHHOW Tparnenuu. O4eBUIHO, YTO
§<8,<S
5
S o
e ¢ — miomans KPUBOJMHEHHOW Tpameruu. Tak Kak HempephiBHAsS Ha OTPE3Ke [a.2] byHKIMS

HHTCIPpHUPYCMaA HA 3TOM OTPE3KE, TO
b
lim S, = lim s, = [ f(x)dx
570 570
a

CrnegoBarenbpHO,

b
Sy = j F(x)dx

[ f(x)dx

Urak, omnpenesieHHBI HHTErpal ¢ OT HENPEpPHIBHON HEOTPHUIATEIbHONW (PYHKITMH pPaBEH ILIOIIAIN

KPUBOIMHEHHOM Tpareluy, OrpaHHYeHHON npsAMbIME X =4 | X=b ocpi0 OX yu rpadukom pyrKimm J(x)
25.®opmyaa Herorona-Jleiitoauna.

Tycrs dynkuns /) nenpepwina Ha orpeske [.2]

npeacTaBj€Ha B BUAC

, TorJa Jodasi ee mepBooOpa3Has MOXKET OBbITh

F(x)= j fdt+C
a . 3)

Honoxum B hopmyre (3) cHagana X =4 | asareM X =5 B pesynsrare mMeeM JBa paBeHCTBA

a b
F(a)= j f(tydt+C=C F(b)= j ftydt+C

BelunTas u3 BTOpOro paBeHCTBA MEPBOE M 3aMeHsss ! Ha ¥, MOJyYdM OCHOBHYIO ()OPMYIy MHTETPaIbHOIO
WCYUCIICHUS

b
[ 1(0)dx=Fb) - Fa)
a . 4)

Oty popmyny HaszbIBatoT Takxke Gopmynoil Herotona-Jleitbuua.

F(b)-F(a) F(x)

b
@ ¢dopmyny (4) 3amucChIBAalOT B BHJC

Pa3zuocTh 0003HAYAIOT CHUMBOJIOM

b
[ reodx=Feof,

N3 ¢opmynsl HbroToHa-JleliOHMIa ciaenyer, 4yTo AJis BBIYUCICHUS ONpPEAEIEHHOrO MHTEerpajga HyX HO
HallTH Kakyo-1uM00 MepBOOOpa3HYI0 MOABIHTErpaidbHON (QYHKIMM W M3 3HAYEHUs ATOHM MepBOOOpa3HOM JUIs
BEPXHETO Mpejieia UHTETPUPOBAHUS BBIUECTh 3HAYCHME JUUISl HUKHETO IIpejiena.

1
I dx :ln’1+x”i):1n2—ln1:1n2
IIpumep. o x

26.CBoiicTBa onpeae/ieHHOTO HHTerpaJa.
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]l‘f(x)dxzo

1. bynewm cuurare, 4TO “ .

b a
[ f(r)dx == f(x)ax
. a b

2 (a<b),

b n
[ f(xr)ax o= fE)AY,

I/IHTCFpaJ'I a MbI OIIPCACIINIIN KaK IIPCACII HHTeraHBHOﬁ CYMMBbI i=1 , Korga MCJIKOCTb

a30MeHUs CTPEMUTCS K HYIIO. [Ipu 3TOM MbI pa3OMIM OTPE30K [a’b] TOYKaMH Xi TaKMMHU, 4TO
Y- )

a=x,<x <x,<..<x,=b

2

Ax X, —x;,>0

1 0003HAYUITH qepes3 i pa3HOCTb

Ecimu otpesox [a.2] npoGeraercs B HampaBlIeHHH oT © k @ | To, ciemys GopMaTbHOMY OTIpeeIeHHIO
MHTErpaabHOM CyMMBbI, Mbl JIOJIKHBI HOJIOKHTH
b=xy>x,>x,>..>x,=a
Torna Bce 2% =% ~Xi1 crapyT oTpHLATENbHBIMH, U BCe caraeMble B MHTEPATbHON CyMMe H3MEHAT 3HaK Ha
IPOTUBOIOIOKHBIH.
3. Tiyers dymkmmn /) w8 yprerpupyemer ma orpeske [a.6] Torna dymuxmm 7 %) +8()
J ()= 8(¥) Taxxe nnTerpupyeMbI Ha 3TOM OTpE3Ke, IpHUEM
b b b
[(f @)% g(e)dx = f(x)dx + [ g(x)dx
a a a . (1)

JlokakeM wunterpupyemocts dynxmmii J () +8®) - f()=8() y cppapenmusocts dopmyms (1),
JleliCTBUTEIILHO,

b n
JUre £ g(ar=lim 3 (f(E) + (), =

n n b b
=lim > f(E)AY, £ 1im > g(£)Ax, = [ f(x)dx + [ g(x)dx
i=1 i=1 a a

4. Ecnnt dynxums /%) ynrerpupyema a otpeske [a.2] , 10 pynxmms & X) | raxoe unterpupyema Ha
3TOM OTpe3Ke, IpUYEM

b b
[Cf (e = C[ £ (x)alx
JleiCTBUTEIBHO, |

b » " b
JOF (s =1im 30 (6)ax, = =Clim 3 /(€)Ax, = C[ S (x)ds

5. Eciu dyskms f() UHTETpUpyeMa Ha OTpE3Ke [, ], TO OHa WHTErpupyema Ha JII0OOM OTpe3ke

[c,d] a,b]'

, COZIEPKAILEMCS B [
6. Ecmu dymxmmss /Y umrerpupyema ma orpeskax la.c] u [e.0] , TO OHAa UHTErpUpyeMa Ha OTpe3Ke

[.2] . [Ipnyem
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b c b
[ £Codx = [ £ (o)de + [ f ()

CJ'ICIIYIOH_II/IC CBOMCTBA CBS3aHBI C OLICHKaMM1 MHTETPaIoB.

7. Ecnu uHTerpupyemasi Ha OTpe3Ke [a.] byHKIHS J(x) HEoTpHIlaTeJIbHa Ha 3TOM OTpE3Ke, TO

jif(x)deO

o= fENy

PaccMoTpuM HHTErpaslbHYI0 CyMMY . Tak xax /()20 , U Ax; >0 , 10 020 y

b
j () =1limo >0
8. Ecrm dynkmms /) umrerpupyema ma orpeske [a.6]  SCO=m BCIOZly HA TOM OTpE3KeE, TO

b
j F(x)dx=m(b - a)

b n b
!dx:m;m,:(b—a) j(f(x)—m)dxzo

J(x)-m=0 , ¥ 1O CBOWCTBY 7 ¢ . Orcrona

3aMeTHM, YTO

jlf(x)dxzjimdxzm(b—a)

9. Ecmu dyrxm 7 ) 5 8 yprerpupyemsr ma otpeske [a.b]  S(02g(0) BCIOJLy Ha 3TOM OTpe3Ke,

b b
[ £Co)dx> [ ()

TO ¢

Tak kak /) ~8M20 peony ma orpeske [a.6] dyrxms /) =8 yprerpupyema ma stom

b
[(f() = g(x)dx =0

OTpe3Ke, TO IO CBOMCTBY 7 UMEEM ¢ . Orcrona cinenyet cBoiicto 10.

()

10. Ecnt pynxuns /) unrerpupyema na otpeskax la.c] , TO QyHKIHS
3TOM OTpe3Ke, IpUYEM

TaKXKe HHTerpupyema Ha

b b
[ o< [|£ (o
a a X (2)
JleficTBUTENbHO, MOCKOIBKY JUIsl PYHKIIUN f(x) CHpaBeUIMBO HEPABEHCTBO
—|f )= f(0) <] f ()
TO COITIaCHO CBOMCTBY 9 uMeem
b b b
- j | (x)ldx < j F(x)dx < j |f (x)dr]
OTKYZa CJIEAYeT HEPaBEHCTBO (2).
11. Ilyctp dyHKIIUA ACY HWHTETpUpyeMa Ha OTpe3Ke [a’b]. Torma, ecmu M u M — gaubonkliee u

HauMEHblIee 3HaUeHUs! (PyHKIMU J(¥) ya OTpE3Ke [a.2] , TO
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b
m@—mgjﬂanMw—m

“4)
[TockonpKy s qr000r0 * U3 oTpeska la.] CIpaBeIUBbI HEPABEHCTBA sf=M , TO
b b b
mjdxsj_f(x)dxs MJ.dx

a a a (5)
b b
Idx =b-a Idx

Panee Mb1 ycTaHOBHIIH, UTO ¢ . [loacrasnss 3nauenue unrerpaina ¢ B (5) nonyuum (4).

12. Teopema o cpeanem. Ilycts pyHKIHIS ACY HEMpEephIBHA HA OTPE3KE [a.5 ] Torna Haligercs Takas

a,b]

TOYKa é , IpUHaJICIKAaIas OTPE3Ky [ , UTO

b
[ f(0de=FE)b-a)
‘ : (6)

SaMeTI/IM, 4TO HCIPCpbIBHAA Ha OTPC3KE q)YHKI_[I/IH HHTCIpUpyeMa Ha OTOM OTPE3KE. BOCHOJ’IB?»yeMCH

cBoiicTBoM 12. Paznenum HepaBeHcTBa (4) Ha (b-a) B pe3yibTare Ioly4YuM

b
1
m<—— xX)dx<M
b_a!f()

1 b
;j;jfumu

<uc<
O6o3uauast uepes # umcno a , IoTyunM Hepasenctea M SHSM

Ecnu dynkuus f() HENpephlBHA Ha OTpe3Ke [a,b], TO OHa JIOCTHUTaeT Ha 3TOM OTpPE3KE CBOMX
HauOONBIIETO W HAUMEHBIIETO 3HAYE€HMH W NPHHMMAET BCE NPOMEKYTOYHBIE 3HadeHMs or " gmo M |

CHGHOB&TGJ’ILHO, HalJieTcs Takas TOYKa é , HIpUHAJIC)KAIAsA OTPEC3KY [a’b], 4TO f(é):u . Torma numeem

b
p=——[ e =1 (&)
—ay . Otciona crenyet gopmyia (6).

27.MeT1oj 3aMeHbI IepeMEHHOI B ONpeieJIeHHOM UHTerpaJe.

Teopema. [1ycTb BBINOIHEHBI CIETYIOIUE YCIOBUSL:
1) ¢yuxmus /) menpeprisna na orpeske [a,b];
2) oTpe3ok [a.2] ABJISIETCS MHOKECTBOM 3Ha4deHHil HexoTopoi (yHkmuu = & ) , OTIIPEJICIICHHON Ha

OTPE3KE [Ot, ﬁ] nu I/IMGIOH_IGI;'I Ha 9TOM OTPE3KEC HCIIPCPBIBHYIO ITPOU3BOAHYIO;
3) g@=a_ gB)=b

[Tpu »THX yClOBUSIX cripaBeiuBa popmyia

b B

[ f)dx={ f(g)g'(t)dt
a a . (5)
Ota Gopmyna Ha3bIBaeTCsl GOPMYIION 3aMEHBI IIEPEMEHHOM O] 3HAKOM OIIPEIEIEHHOT0 MHTETpaia.

F(x)

Hoxka3areabcrBo. [Iycth — HEKOTOpas epBooOpaszHas QyHKIIUU f(x) . Torna
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b

[ r@)dx=F@b)-F(a)
“ : (6)
Pacemotpum  croknyto  dynximmio £ 80 nepemenoit . Tax kax Qymkmm L) u o 80

nudepeHIpyeMbl Ha COOTBETCTBYIOUINX OTpPE3KaxX, TO U (PYHKIUS F(g(®) muddepeHnpyeMa Ha OTpe3ke

[o. 8] . [Ipumensist mpaBuio AuddepeHInpOBaHUs CI0KHON QYHKIMH, TOTYyYUM
dF(g(1) _ dF(x) dx

=———=f(x)g't)=f(g(t)g' (t)

dt dx

Otcrona cnemyer, 4to (QyHKUUA F(&®)  gpnsercs nepBooOpasHOl Ui (YHKIHH f(geg'®) Torna
crpaBeinBa popmyIia

B
If(g(t))g'(f)dl =F(g(p) - F(g(a)=F(b) - F(a)

(7)
N3 paBenctB (6) u (7) BITEKaeT q)opMyJIa (5).
I arcsm X
IMpumep. Beranciautes nHTErpa 0
d.
di = ———
Crenaem 3aMeHy mepeMeHHoi X =S/ Tak kak ! =arcsinx I=x" x=0 ppy =0 x=1 ppu
T
t==
2 10
l arcsin x ”/2 ﬂ/z 7T2
I “dx = f tdt = =L
o1-x2 2 o 8

Mycrs dymxmn “@) w V() yveror HempepbiBHBIE NPOM3BOMHEIE HA OTpe3ke la.6]. Torma s
oIpesieJIeHHbIX HHTErPANoB CHpaBeyInBa cieayomas GopMyaa HHTErPUPOBAHHUS 110 YACTIM:
b by

J.u(x)v'(x)dxz (u(x)v(x)] - Iv(x)u'(x)dx

a a a

Oty popMmylly MOKHO TaKXkKe 3aIucarh B BUIC
b b p

Iu(x)dv= (u(x)v(x)X - Iv(x)du

a a a
JlelcTBUTENBHO, yHKIMS u(xyv(x) ABJIAETCA TIepBOOOPA3HOI st dyHKIIH

((ov(x)) =u'(v(x) + ux)v'(x) . I[To hopmyne Herotona-JlelioHuIIa nMeeM
b

b
[ @ V() + u(v' ()dr= (u(x)v())

a

Ortcrona cienyet GpopMyina HHTETPUPOBAHHUS IO YACTSIM.
IMpumep.

[ . 0 T 0 . V3
J‘xsmxabc:—J.)cdcosx:—xcosx|0 +Icosxdx:n +smx|0 =
0 0 0

28.inTerpupoBanme mo 4acTsiM B ONpeeIeHHOM HHTerpaje.
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Mycrs dymxmn “@) w V() yveror HempepbiBHBIE NPOM3BOMHBIE HA OTpe3ke la.6]. Torma s

OIpe/IeTICHHBIX MHTErPAJIOB CIIpaBeAInBa clieayromas (opMysa UHTETPUPOBAHUS 10 YACTSIM:
b by

Iu(x)v'(x)dxz (u(x)v(x)] - Iv(x)u'(x)dx

a a a

Oty popmylly MOXKHO TaKXKe 3aImucarh B BUIC
b b p

[uCo)dv=(u(xw) - [v(x)du

a a a
JleicTBUTENBHO, yHKIMS u(x)v(x) ABJIAETCA TIepBOOOPA3HOI st

((ov(x)) =u'(w(x) + ux)v'(x) . I[To hopmyne Herotona-JlelioHuIa MMeeM
b

b
[ @' )v() + u (v (x))de= (u(x)v(x))

a

Ortcrona cienyeT GpopMyina HHTETPUPOBAHUS IO YACTSIM.
IMpumep.

[ . [ V9 0 . V3
J‘xsmxdx:—J.xdcosx:—xcosx|0 +Icosxdx:n +sinx| =7
0 0 0

byHKITUN

29.I'eomeTpuyecKkue NPUJI0KEHUs oNpeeieHHOro uHTerpaJja. Iliomans KpuBoJIMHEHON Tpanenuu.

I'eomeTpuyeckne NpuJIoKeHUs ONpPeIeJIEHHOI0 HHTerpaJa.

[Tnomane Gurypsl, orpaHUYEHHOM KpUBBIMH y=1(x) U y=1,(X), [f1(X)<fo(x)] ¥
3 -1 LT

5= [[fatn- ok :

U IpAMBIMU X=a ¥ Xx=b, Haxomutcd 1o popmyae  a

Ipumep. Borauciuts mwiomans GUryphl, OrpaHUYEHHON 3a1aHHBIMU
JMHUAMHA y=—X°, y=x—2.

Pemenue. Cnenaem ueprex.

Haiinem aGcumcehl TOYEK NEpecedeHns] JaHHbIX JTMHUNA:

—x*=x—2 nnu x*x—2=0,
x,=1,x,=2.

3Ha4uT,

2
S:Hﬁ-r;-x-zj .

|

2 12
=”—x3+x+2]d I SRS I S S SR S B
! 33 13
=3+1,5+4+2=4,5.

OO6beMm Tena, MOJy4eHHOTO BpallleHueM KpUBOJIMHEHHON Tpaneuu BoKpyr ocu Ox; HaX0qUTCs MO

3
y= nI £
hopmyie: 2 .

44



JinHa KpuBOM, 3a1aHHON ypaBHEHHUEM y=f(x), a <x<b,BbIpaXkacTcs CIEAYIOLIMM 00pa30M:

i= ij.h +ron) dr

ILnomans KpUBOJIUHEHHON TPaneunu.

b
j F(x)dx

Kak y>xe roBopuioch paHee onpeAeseHHbI HHTErpain ¢ OT HEMPEPHIBHON HEOTPHUIATEIIPHON (QYHKITUN
pPaBeH IUIONIaJM KPUBOJIMHENHOM Tpaneuuy, OrpaHUYECHHON MpsAMbIMU * =4 | X =b ocpr0 OX n rpaduxom

byrxmn /) (puc 1), 1o ects

b
S pmp. = [ F(X)dx
a PI/IC. 1

Ecmu ¢ynkums J(x) HEIpEPBIBHA M HEIIOJIOKUTEIbHA HA OTPE3KE [a.2] , TO IIJIOIIA b KPUBOJIMHEMHON

b
| f(x)de y=f,(x)

Tparneuuu paBHa ( “ . )
Ecnu ¢urypa Q OrpaHUYeHa CBEPXY rpa)KoOM HENMpPEepHIBHOW Ha \ OTpE3Ke
y=f.(x)
a bx ¢

[a.2] dyrxun 1) | crusy rpaduxom HenpepriBHOit Ha oTpeske [a.2] YHKIIUIH

L)y npsMbiMuU X =4 | X =b 10 Takylo (QUrypy Takke Ha3bIBalOT

b
[ 0= fo(x)ax

KpUBOJIMHEHHON Tpamnenuelt (puc. 2). Ee minomaap paBHa ¢ , HE3aBHCHUMO OT 3HaKOB (DyHKIUIT
H&x) 4 [2(0) Puc. 2

IIpumep. Haiith momans Qurypsl, OrpaHMYECHHON DJUIMIICOM

2 2

X
— + y_z =1 y b
a b (puc. 2). / \

JlanHas ¢purypa cMMMeTpHUYHAa OTHOCUTEIBHO KOOPIUHATHBIX x  OCei.

_a\\’/a
Paccmorpum  4acts O , JICXKaAIlyl0 B IICPBOM KBAJpPaHTE. Y b OrpaHu4cHa
b 7 2
y=—+va —-x [0,d] Ox

rpaduKoM (QyHKIHH a , oTpeskoM L%l ocnu u OCBIO

So, ZTSV T
0

opauHart. [To hbopmyrne (9) umeem ,  TIJIOIA b Puc.2

. 48 o v
Beeit urypsr Oyzaer paBuel € . CenaeM B HHTErpalie 3aMeHy IepeMeHHoi ¥ =dSn?  Torma
/2

=mab

/2 /2 .
S =4ab [cos® tdt =2ab [ (1-cos 2t)dt = 2ab(t _ sin 2fj
2
0 0

0

30.HecoOcTBeHHbIE HHTErPaJIbl ¢ 0€CKOHEYHBIMU NMpeaeJaMu HHTErPHPOBAHUS.

Tycrs ynxmns /) onpenenena ma momympsmoit 4SX¥<® |y i moboro R4 cymectsyer

F(R)= [ f (x)dx

OHpCI[CJ'ICHHBIﬁ HUHTCIrpal a .
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HecoOcTBeHHBIM HMHTErpajoM MEpBOTO poAa HA3bIBAETCS MpeAeibHOE 3HaueHHe (QyHKUUU F(R) npu

R— o0
0
[ f(x)dx
Jlnst HecOOCTBEHHOTO MHTETPalia UCTIOIB3YIOT 0003HAYCHHUE ¢ . U3 onpeienienrst HECOOCTBEHHOTO
MHTETpaa ciaeryer, 4To
L) R
[ f(x)dx = lim F(R) = lim [ f(x)dx
a R—w R—w a (1)
o0
[ f(x)dx
Wurerpan « HA3bIBAIOT TAK)KE€ MHTETPATIOM C OECKOHEYHBIM BEPXHUM TPECIIOM.
o0
. lim F(R) ) [ f(x)dx
Ecnu cymectByeT KOHeuHBIH mpenen R« , TO HECOOCTBEHHBIM WHTErpan: ¢ Ha3bIBACTCS
CXOISIIIUMCS, €CIIH HET — TO PACXOASALIUMCS.
a
[ f(x)dx
AHaNOTUYHO OMpEAeNseTCss MHTETpal ¢ OECKOHEUYHBIM HIDKHUM TPEAENIOM — . [lycts dyHKIINSA

J ) orpezeieHa Ha MOJaynpsAMon — ©<X¥<d y misg 1106010 R<a CYILIECTBYET OMpeeNICHHBIH HHTETpall

]Zf(x)dx
R

. Torma
[ f(x)dx = lim [ f(x)dx
e R—>—x R ) (2)
I f(x)dx )
OmpenenuM Terepb HECOOCTBEHHBIN WHTErpajl BUIa —* . [lyctbp dyHKIIHA flx OIpeJIeTICHa Ha
R
&R J f (x)d
BCEH BEIIECTBEHHOUW OCH M UHTETpUpyeMa Ha JIFoOOM oTpe3ke L ° . PazoObem uHTETpan X HAa CyMMY

[fode [ f(x)dx

JIBYX UHTErpaiaoB & 51
Torna

, TIIe a€(R,R’) , ¥ TIEpeiieM K Mpeneny mpu R'—>-0 y R'—>w

" . &
[f(x)dx= lim [f(x)dx+ lim [ f(x)dx
e R'—>-» R R"—>wx u

OTMETHM HEKOTOpPbIE CBOMCTBA HECOOCTBEHHBIX HHTETPAJIOB.

Ofcf (x)dx TCf(x)dx

1)Ecnu nnTerpan ¢ CXOIHUTCs, TO CXOAUTCS U UHTErpai ,tne ¢ — mocrosuuas,
OTIIM4YHAs OT Hyjs. [IprdeM cripaBeyIMBO COOTHOLLIEHUE

1Cf (x)dx = C| f(x)dx

Tf (x)dx TCf(x)dx

Ecnu nnterpan « pacxoguTcs, TO paCXOAUTCS U UHTETpaJl ¢ R
JlelcTBUTENBHO,

1Cf (x)dx = lim fo(x)dx =Clim [f F@)dx=C] f(x)dx
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[ @ T £y
b

2) Ecnu cxonutcs HECOOCTBEHHBIA MHTETpaNl ¢ , T0 JuIs oboro 2> @ ymurerpan TaKKe
CXOJIUTCS U UMEET MECTO PAaBEHCTBO
© b 0
[ fx)dx =] f(x)dx+ [ f(x)dx
a a b X (4)
JleiicTBUTENBHO, TAK KaK
R b R
[ f(x)dx =] f(x)dx+ [ f(x)dx
a a b
b
TO
® R R b
[ f(x)dx=lim [ f(x)dx = lim [ f(x)dx — [ f(x)dx
b R—x b R—x® a a ,
0 0 b
[f@)dx =] f(x)dx ~ ] f (x)dx
b a a .
Ortcrona cienyer CpaBeIUBOCTh (OpMYIIbI (4).
< dx
o
Hpumep 1. Paccvorpum uaTerpan «* ,(4>0)
. xlia‘R lea _alfa
dx = ,a#1;
—=11-¢ I-a
a
aX R
lnx‘a =InR-Ina, a=1.
Ecmun @>1 1o
Cde . Rae I 1 I
o = lim J._a = lim - =
ux Roo 5 R—>w (a—l)aafl (a_])Ra—l (a_])aafl
lim o= 0
Bamernm, uto < °R*™'  tak kak @ —1>0  CnegoarensHo, mpu @ >1 paccmarpuBaemblit HecOGCTBEHHBIH
1
(o —1)a* ™!
MHTETpa CXOIUTCS U paBeH .
R l-a I-a ©
. d - d;
lim [ == =
Ecimm @<l , TO koeax e . CnenoBarensHO, HECOOCTBEHHBIN MHTErpal ¢~  pacXoauTcCs.
R ©
. d. . d:
lim J'—z:hm(lnR—lna):co _[—z
Ecm @ =1 1o *77ax" 2 , 1 HECOOCTBEHHBIN HHTETPAl ¢~  TAKKE PACXOIUTCSL.

T dx
Wtak, HecOOCTBEHHBII HHTETpal ¢ ¥ cxomures mpu @ >1 u pacxonurcsa mpu & =<1,
< dx

]

o _ 2
IIpumep 2. Beruucnuth HeCOOCTBEHHBIN UHTETpal X +4

< dx . 0 ax . dx
[ 7—=Jlim [——+ lim [—
CoxT 4+l RomopxT 4] R'oogy

R"

+1

. 0 . R"
= lim arctgx‘ .+ lim arctgx| =
R'—— R R"—-o 0

. . T 3
=— lim arctgR'+ limarctgR"=—+—=7n
R'—-o R'—>m )
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o0
[ sin xdx
IMpumep 3. YcTaHOBUTH PACXOAMMOCTH HECOOCTBEHHOTO HHTErpaja °

© R
. . . : R .
[sinxdx = lim [sin xdx = lim (—cos x)‘ =—limcosR +1
0 R—w ) R—>® 0 R—o0

o0

[ sin xdx
Tak Kak mpeaenbHOro 3HadeHus COSR mpu R —> % pe cymectByer, T0 HECOOCTBEHHBIH MHTETpan °©

PaCXoaUTCH.
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	Ответы на экзаменационные вопросы по матанализу 
	Операции над множествами 
	2. Понятие функции. Область определения. Область значений. Способы задания функции. Простейшие элементарные функции. 

	Понятие функции 
	​Если каждому значению переменной  из некоторого множества  ставится в соответствие по известному закону единственное число , то говорят, что на множестве  задана функция  или . 
	​При этом  называется аргументом функции, множество  — областью задания функции . Число , которое соответствует данному значению аргумента , называется частным значением функции в точке . Совокупность всех частных значений образует вполне определенное множество , называемое множеством значений функции. 
	​Функция  называется четной (нечетной), если  для любого  из области определения функции справедливо равенство  (). 
	​Для наглядного представления о характере функциональной зависимости часто строят графики функции. 
	Простейшими элементарными функциями называются следующие функции: степенная , показательная , логарифмическая , тригонометрические функции , , ,  и обратные тригонометрические функции , , , . Свойства этих функций и их графики смотрите в [1] § 5.4. 
	Последовательное применение двух или нескольких функций называется суперпозицией этих функций. 
	Функции, образованные в результате суперпозиции двух или нескольких функций будем называть сложными функциями. Например, сложная функция  образована в результате суперпозиции функций  и . 
	Элементарными функциями называются функции, полученные в результате суперпозиции простейших элементарных функций и арифметических действий. 
	 
	3.Последовательности. Предел последовательности. Свойства сходящихся последовательностей. 

	Определение 1. Число  называется пределом последовательности , если для любого положительного числа  найдется такой номер , зависящий от , что при  все элементы  этой последовательности удовлетворяют неравенству 
	.                                                              (1) 
	Последовательность , имеющая предел, называется сходящейся последовательностью. 
	Предел последовательности  обозначается символом . Фраза «предел последовательности  равен » записывается следующим образом. 
	, или  при . 
	Неравенство (1) означает, что, начиная с номера , все элементы последовательности находятся внутри интервала , который называют -окрестностью числа . 
	Определение 2. Последовательность  называется сходящейся, если существует такое число , что в любой -окрестности числа  находятся все элементы данной последовательности, начиная с некоторого номера. 
	Последнее утверждение означает, что, если число  — предел последовательности, то за пределами любой его -окрестности находится лишь конечное число элементов данной последовательности. 
	Последовательность, которая не является сходящейся, называется расходящейся. Из определения 2 следует, что последовательность расходится, если для любого числа  найдется его -окрестность, за пределами которой лежит бесконечное число элементов последовательности. 
	Пример. Доказать, что последовательность  расходится.  
	Действительно, данная последовательность — это последовательность 1, 0, -1, 0, 1, 0, -1, … Пусть . Если, число  принадлежит интервалу , то в -окрестность этого числа попадут лишь члены последовательности, равные нулю, а бесконечное число членов, равных 1 или –1, окажутся за пределами -окрестности. Если число  принадлежит интервалу (0,9;1,1) или (-1,1;-0,9), то за пределами -окрестности заведомо окажутся все нулевые члены последовательности. При всех остальных значениях числа  при достаточно малых значениях  в -окрестность не попадет ни одного члена последовательности. Итак какое бы число мы не взяли, для заданного  найдется бесконечное число элементов последовательности, не принадлежащих -окрестности числа . Следовательно, рассматриваемая последовательность расходится. 
	 
	4. Предел функции. 

	Предельное значение функции при ,  и  
	 
	​Будем считать, что область задания функции  имеет хотя бы один элемент, лежащий вне отрезка , для любого положительного числа. 
	​Определение (по Коши). Число  называется пределом функции  при , если для любого положительного числа  найдется такое положительное число , что для всех значений аргумента функции, удовлетворяющих условию , справедливо неравенство . 
	​В доказательствах нередко удобнее пользоваться другим эквивалентным определением предельного значения. 
	​Определение (по Гейне). Число  называется пределом функции  при , если для любой бесконечно большой последовательности  значений аргумента функции соответствующая последовательность  значений функции сходится к . 
	​Пример. Найдем предел функции  при . Пусть  — произвольная бесконечно большая последовательность. Тогда соответствующая последовательность значений функции  является бесконечно малой. Следовательно . 
	​Пример. Покажем, что функция  не имеет предела при . Действительно, для бесконечно большой последовательности  соответствующая последовательность значений функции  сходится к 1. Однако для другой бесконечно большой последовательности  соответствующая последовательность значений функции  сходится к 0. Следовательно, предел функции  при  не существует. 
	​Сформулируем определение предела функции при стремлении аргумента  к бесконечности определенного знака, то есть при  и . Предельные значения функции в этих случаях могут оказаться различными. 
	​Определение (по Гейне). Число  называется пределом функции  при (), если для любой бесконечно большой последовательности  значений аргумента функции, элементы которой, начиная с некоторого номера, положительны (отрицательны), соответствующая последовательность  значений функции сходится к . 
	​Пример. Найти предельные значения функции  при  и . 
	​На рис. 1 приведен график заданной функции. Мы видим, что при  график функции приближается к прямой , а при  — к прямой . Покажем, что , а . 
	​Пусть  — произвольная бесконечно большая последовательность, все элементы которой, начиная с некоторого номера, положительны. Тогда 
	​           Рис. 1 ​​          . 
	Если все члены бесконечно большой последовательности , начиная с некоторого номера, отрицательны, то  
	. 
	Следовательно, , а . 
	Односторонние пределы  
	 
	​Определение. Число  называется правым (левым) пределом функции  в точке , если для любой сходящейся к  последовательности  значений аргумента функции, все элементы которой больше (меньше) , соответствующая последовательность  значений функции сходится к . 
	​Такие пределы называются односторонними пределами. 
	​Правый предел обозначают символом , а левый — . Правый и левый предел функции в точке могут принимать как равные, так и отличные друг о друга значения. 
	​Пример. Найдем правый и левый пределы функции  при . Возьмем произвольную сходящуюся к  последовательность , все элементы которой больше нуля. Тогда  и . Пусть все члены сходящейся к  последовательности  меньше нуля. В этом случае  и . 
	​Теорема. Если в точке  правые и левые пределы функции  равны, то в этой точке существует предельное значение функции, равное указанным односторонним пределом. 
	5. Замечательные пределы. 

	Теорема. Предельное значение функции  в точке  существует и равно единице: 
	.                                                               (2) 
	Равенство (2) называют первым замечательным пределом. 
	Доказательство. Если , то справедливо неравенство 
	. 
	Разделим его на . В результате получим 
	, 
	откуда имеем 
	.                                                            (3) 
	В силу четности функций  и  неравенство (3) справедливо и для . Поскольку , то из неравенства (3) следует, что функции  также имеет в точке  предельное значение, равное единице. 
	​Формулу (1) можно записать в более общем виде: пусть  при , тогда 
	. 
	​Пример 1. . 
	​Пример 2. . 
	Следствия из первого замечательного предела 
	1) . 
	2)  
	3)  
	Второй замечательный предел  
	 
	Теорема. Предельное значение функции  при  существует и равно : 
	.                                                             (4) 
	Второй замечательный предел также записывают в виде  
	.                                                             (5) 
	​Здесь  — это иррациональное число, приблизительно равное 2,718281828459045… Число  также, как число , играет в математике важную роль. Логарифм по основанию  называется натуральным логарифмом и обозначается , то есть . Показательная функция с основанием  () называется экспоненциальной функцией или экспонентой. 
	​Рассмотрим пример из банковской сферы, приводящий ко второму замечательному пределу. 
	Пример 3. Банк принимает деньги у населения под % годовых. Во сколько раз возрастет сумма вклада за год, если проценты начислять: 1) в конце года; 2) в конце каждого месяца (с пересчетом суммы вклада); 3) «ежемгновенно». 
	1) Пусть  — первоначальная сумма вклада. Тогда через год она увеличится на величину , то есть вырастет в  раз. 
	2) Если проценты начисляются ежемесячно, то по истечению первого месяца сумма вклада увеличится на величину  и будет равна , то есть увеличится в  раз. Через месяц на сумму  опять начислят %, и вклад снова увеличится в  раз. Таким образом, через год на счету вкладчика будет сумма в  раз большая первоначального вклада. 
	Разделим год на  периодов. По истечению каждого периода банк начисляет %, пересчитывая сумму вклада. Тогда через год сумма вклада возрастет в  раз. Устремим  и найдем предельное значение . Введем обозначение . Очевидно, что  при . Тогда 
	. 
	Итак, если проценты начислять «ежемгновенно» то сумма вклада возрастет за год в  раз. 
	 
	 
	Следствия из второго замечательного предела 
	1) . 
	2) . 
	3) . 
	4) . 
	6.Понятие непрерывности функции в точке и на отрезке. 

	Понятие непрерывности функции 
	 
	Пусть функция  определена в точке  и любая -окрестность точки  содержит отличные от  точки области задания этой функции. 
	​Определение. Функция  называется непрерывной в точке , если предельное значение этой функции в точке  существует и равно частному значению , то есть, если 
	.                                                                (1) 
	​Поскольку , то равенство (1) можно представить в виде 
	. 
	Следовательно, для непрерывной функции знак предела можно вносить под знак функции. 
	​Определение. Функция  называется непрерывной справа (слева) в точке , если правое (левое) предельное значение этой функции в точке  существует и равно частному значению . 
	​Заметим, что если правое и левое предельные значения  в точке  существуют и  
	, 
	то предельное значение  в точке  также существует и равно . Следовательно, если функция непрерывна в точке  справа и слева, то она непрерывна в этой точке. 
	​Определение. Точки, в которых функция не является непрерывной, называются точками разрыва функции. 
	​Определение. Функция называется непрерывной на множестве , если она непрерывна в каждой точке этого множества. 
	​Ранее мы доказали, что для любого вещественного числа  , , , , где  — алгебраический многочлен порядка . Следовательно, функции , , ,  являются непрерывными на всей числовой оси. Функция  имеет разрывы в точках , так как она не определена в этих точках. Функция  не определена и, следовательно, имеет разрывы в точках . 
	 
	 
	7.Свойства непрерывных функций. 

	Теоремы о непрерывных функциях 
	Теорема (об устойчивости знака непрерывной функции). Если функция  непрерывна в точке , и если , то найдется такая -окрестность точки , что для всех значений аргумента из указанной -окрестности функция  не обращается в нуль и имеет знак, совпадающий со знаком . 
	Определение. Функция  непрерывна на отрезке , если она непрерывна в каждой точке внутри отрезка, непрерывна справа в точке   и непрерывна слева в точке  . 
	Теорема (о прохождении непрерывной функции через нуль при смене знака). Пусть функция  непрерывна на отрезке  и принимает на концах отрезка значения разных знаков. Тогда внутри отрезка  найдется хотя бы одна точка , в которой функция обращается в нуль (). 
	Из этой теоремы следует, что если функция  непрерывна на отрезке  и принимает на концах отрезка значения разных знаков, то уравнение  имеет на этом отрезке хотя бы одно решение. 
	Теорема (о прохождении непрерывной функции через любое промежуточное значение). Пусть функция  непрерывна на отрезке , причем , . Пусть  — любое число, заключенное между  и . Тогда на отрезке  найдется точка  такая, что . 
	Прежде, чем сформулировать следующие теоремы напомним определение ограниченной функции. 
	Определение. Функция  называется ограниченной сверху (снизу) на множестве , если найдется такое вещественное число  (), что для всех значений аргумента  из множества  справедливо неравенство  (). 
	Определение. Функция  называется ограниченной на множестве , если она ограничена на этом множестве сверху и снизу, то есть если найдутся такие вещественные числа  и , что для всех значений аргумента  из множества  справедливы неравенства . 
	Заметим, что последнее неравенство можно заменить  неравенством , где , и сформулировать следующее определение ограниченной функции: функция  называется ограниченной на множестве , если найдется такое положительное вещественное число , что для всех значений аргумента  из множества  справедливо неравенство . 
	​Функция  имеет на множестве  наибольшее значение, если найдется точка  такая что  для любого . 
	​Функция  имеет на множестве  наименьшее значение, если найдется точка  такая что  для любого . 
	Теорема (Вейерштрасса) Если функция  непрерывна на отрезке , то она ограничена на этом отрезке и имеет на этом отрезке наибольшее и наименьшее значение. 
	Заметим, что если множество  не является отрезком, то функция может быть неограниченной на рассматриваемом множестве и не иметь наибольшего или наименьшего значения. 
	Например, функция  ограничена на отрезке  (), имеет наибольшее значение  и наименьшее значение . Однако эта функция будет неограниченной сверху на интервале (0,1) и на этом интервале у нее нет наибольшего значения Заметим также, что несмотря на то, что функция ограничена снизу ( для любого ) она не имеет наименьшего значения, так как 1 не принадлежит области значений функции на рассматриваемом интервале. 
	Экспоненциальная функция  также ограничена на любом отрезке вещественной оси и имеет на этом отрезке наибольшее  и наименьшее  значения, но на всей числовой прямой экспонента неограниченна сверху, следовательно, у нее не существует наибольшего значения. Снизу функция ограничена, так как , однако 0 не является наименьшим значением, так не принадлежит области значений функции (нет точки  такой, что ). 
	 
	 

	 
	8.Производная.ЕЕ геометрический смысл. 

	 
	Понятие производной  
	 
	Определение. Пусть функция  определена в некоторой окрестности точки . Зададим аргументу  приращение  такое, что значение  находится в указанной окрестности точки . Приращением функции  в точке , соответствующим приращению аргумента  называется число 
	.                                                   (2) 
	Определение. Производной функции  в точке  называется конечный предел (если он существует) при  отношения приращения функции в этой точке к соответствующему приращению аргумента. 
	Производную функции  в точке  будем обозначать символом  или . По определению производной 
	.                                (3) 
	Если функция  определена на некотором интервале , то в любой фиксированной точке  этого интервала аналогичным образом определяются приращение и производная в точке : 
	, 
	.                                    (3’) 
	Пользуясь определением производной, получим формулы для вычисления производных некоторых элементарных функций. 
	 
	Геометрический смысл производной  
	 
	Пусть функция  определена на некотором интервале  и непрерывна в точке , принадлежащей этому интервалу. Пусть , , . Возьмем на графике функции две точки:  и . Заметим, что 
	, следовательно, точка  имеет координаты . Проведем секущую .  
	Касательной к графику функции в точке  будем называть предельное положение секущей  при стремлении точки  к точке , то есть если расстояние . 
	Покажем, что расстояние  стремится к нулю при . Действительно,  и, в силу непрерывности функции  в точке , . Следовательно, . 
	Итак, касательная к графику функции в точке  — это предельное положение секущей при . 
	Предположим, что функция  имеет производную в точке , и докажем, что график функции имеет в данной точке  касательную, а угловой коэффициент указанной касательной равен . 
	Обозначим угол наклона секущей  через . Этот угол, очевидно, зависит от . Найдем угловой коэффициент секущей  
	. 
	Угловой коэффициент секущей  при  стремится к угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке , следовательно, 
	. 
	Итак, производная функции  в точке  равна тангенсу угла наклона касательной к графику функции, проведенной в точке . Уравнение касательной имеет вид  
	 или . 
	Заметим, что если , то . В этом случае касательная перпендикулярна оси  и имеет уравнение . 
	Бином Ньютона. 
	𝐶𝑛𝑚=𝑛!𝑚!(𝑛−𝑚)!;    n!=1×2×3×…× n=𝑛𝑥𝑛−1 
	9. Понятие дифференцируемости функции в точке. Необходимое и достаточное условие дифференцируемости в точке. 

	​Понятие дифференцируемости функции 
	 
	​Пусть функция  определена в точке  и некоторой ее окрестности. Обозначим символом  любое приращение аргумента, такое, что  принадлежит указанной окрестности точки . 
	​Определение. Функция  называется дифференцируемой в точке , если приращение  этой функции в точке , соответствующее приращению аргумента , может быть представлено в виде  
	,                                                    (1) 
	где  — некоторое число, не зависящее от ,  — бесконечно малая функция при . 
	​Заметим, что поскольку  — бесконечно малая функция, то . Тогда . Следовательно,  является бесконечно малой более высокого порядка, чем , и обозначается . Учитывая это обозначение, формулу (3) можно также записать в виде 
	,                                                               (2) 
	Теорема. Для того чтобы функция  была дифференцируемой в точке , необходимо и достаточно, чтобы она имела в этой точке конечную производную. 
	​Доказательство необходимости. Пусть функция  дифференцируема в точке , то есть ее приращение представимо в виде (1). Разделим равенство (1) на  и перейдем к пределу при . В результате получим 
	. 
	Отсюда следует, что в точке  существует конечная производная , равная . 
	​Доказательство достаточности. Пусть функция  имеет в точке  конечную производную, то есть существует предельное значение  
	. 
	В силу определения предельного значения, разность , где  — бесконечно малая функция при . Отсюда имеем 
	.                                                       (3) 
	Данное представление приращения функции совпадает с представлением (1), если обозначить через  не зависящее от  число . Следовательно, функция  является дифференцируемой в точке . 
	Правила дифференцирования также были сформулированы в предыдущей лекции. Докажем теперь некоторые из них. 
	1. Пусть функция  имеет производную в данной точке . Тогда функция , где  — постоянная, также имеет в этой точке производную, причем . 
	Рассмотрим функцию . Найдем приращение этой функции в данной точке , соответствующее приращению аргумента  
	. 
	По определению производной имеем 
	. 
	2. Пусть функции  и имеют производные в данной точке . Тогда сумма и разность этих функций  также имеют в этой точке производные, причем  
	. 
	​Пусть . Тогда 
	, 
	. 
	3. Пусть функции  и имеют производные в данной точке . Тогда произведение этих функций  также имеет в этой точке производную, причем . 
	​Обозначим ,  и  приращения функций ,  и  в точке , соответствующие приращению аргумента . Заметив, что , , найдем приращение  
	. 
	Так как функции  и  имеют производную в точке , то они непрерывны в этой точке. Следовательно,  и . Учитывая эти равенства и определение производной, получим 
	 
	. 
	4. Пусть функции  и имеют производные в данной точке . Тогда частное этих функций при условии, что, также имеет в этой точке производную, причем . 
	​Правило дифференцирования частного доказывается аналогично предыдущим. 
	 
	 
	10Таблица производных. 

	Таблица производных простейших элементарных функций 
	1. , где  — постоянная; 
	2. , ; 
	3. , ; 
	4. ; 
	5. , , ; 
	6. ; 
	7. ; 
	8. ; 
	9. ; 
	10. ; 
	11. ; 
	12. ; 
	13. ; 
	14. . 
	11 Производная  обратной и сложной функции. 

	Теорема о производной обратной функции 
	 
	Теорема. Пусть функция  непрерывна и строго монотонна в некоторой окрестности точки  и пусть в этой точке существует конечная производная . Тогда обратная функция  имеет производную в точке , равную . 
	Доказательство. Поскольку функция  непрерывна и строго монотонна в некоторой окрестности точки , то в окрестности точки  определена непрерывная и строго монотонная обратная функция . Придадим аргументу  этой обратной функции в точке  приращение . Приращение обратной функции  в точке , соответствующее приращению аргумента , в силу строгой монотонности обратной функции также будет отлично от нуля. Причем в силу непрерывности обратной функции  при . Тогда 
	 
	 
	Производная сложной функции  
	Теорема. Пусть функция  дифференцируема в некоторой точке , а функция  дифференцируема в точке . Тогда сложная функция  дифференцируема в указанной точке  и справедлива следующая формула 
	. 
	 
	Используя, таблицу производных, правила дифференцирования и формулу дифференцирования сложной функции можно вычислить производную любой элементарной функции. 
	​Получим, например, формулы для производных функций , : 
	, 
	. 
	Пример. Найти производную функции . 
	Применим формулу дифференцирования сложной функции. В данном случае , . Тогда 
	. 
	Теперь, используя понятие дифференцируемости,  мы можем доказать теорему о производной сложной функции, сформулированную в предыдущей лекции. 
	Теорема. Пусть функция  дифференцируема в некоторой точке , а функция  дифференцируема в точке . Тогда сложная функция  дифференцируема в указанной точке  и справедлива следующая формула 
	. 
	Доказательство. Функция  дифференцируема в точке , следовательно, 
	, 
	где  — бесконечно малая при . Поскольку дифференцируемая в точке  функция  непрерывна в этой точке, то  при. Так как функция  дифференцируема в точке , то ее приращение также можно представить в виде 
	, 
	где  — бесконечно малая при . Подставляя в последнее равенство выражение для , получим 
	, 
	. 
	Поскольку  — величины бесконечно малые при , то 
	. 
	Теорема доказана. 
	12. Логарифмическая производная.  

	Логарифмическая производная  
	Пусть функция  положительна и дифференцируема в данной точке . Тогда в этой точке существует . Рассматривая  как сложную функцию аргумента , можно вычислить производную этой функции, принимая  за промежуточный аргумент. Получим 
	. 
	Эта производная называется логарифмической производной функции  в данной точке . 
	 
	Производная степенной функции с произвольным вещественным показателем  
	​Рассмотрим степенную функцию , где  — произвольное вещественное число. Эта функция определена при  для любого вещественного показателя . Найдем логарифмическую производную данной функции 
	. 
	Отсюда получим 
	. 
	. 
	 
	Производная степенно-показательной функции 
	Степенно-показательной функцией называется функция , где и  — непрерывные функции, и . Найдем вначале логарифмическую производную этой функции 
	, 
	. 
	Отсюда получим 
	, 
	. 
	 
	 
	13.Понятие  дифференциала.   Геометрический   смысл   дифференциала.   Использование дифференциала в приближенных вычислениях. 
	 
	Понятие дифференциала функции  
	 
	​Пусть функция  дифференцируема в точке , то есть ее приращение в этой точке, соответствующее приращению аргумента , может быть представлено в виде 
	.                                                         (1) 
	​Заметим, что в этой формуле  — это бесконечно малая при  более высокого порядка, чем . Поскольку  при  является бесконечно малой того же порядка, что и , то говорят, что  — это главная часть приращения функции. 
	​Главная линейная часть приращения функции  называется дифференциалом функции в точке , соответствующим приращению аргумента , и обозначается символом  или . 
	​Под дифференциалом независимой переменной  можно понимать любое, не зависящее от , число. Обычно берут это число равным приращению  независимой переменной. Тогда 
	.                                                                       (2) 
	​Если учесть, что , то формулу  (2) можно переписать в виде 
	.                                                                  (3) 
	Из последнего выражения следует, что производная функции  равна отношению дифференциала функции  к дифференциалу аргумента  
	. 
	​Из формулы (3) также следуют правила вычисления дифференциалов, связанные с арифметическими действиями: 
	 ( — постоянная); 
	 ( — постоянная); 
	; 
	; 
	. 
	 
	Геометрический смысл дифференциала функции  
	 
	​Рассмотрим график функции . Пусть точка  на графике функции соответствует значению аргумента , а точка  — значению аргумента . В точке  проведем касательную к графику функции. Обозначим точку пересечения касательной и вертикальной прямой  через . Проведем также прямую , параллельную оси . Заметим, что приращение функции  в точке , соответствующее приращению аргумента , равно . Рассмотрим прямоугольный треугольник . Угол  — это угол наклона касательной, следовательно, . Тогда , то есть дифференциал функции в точке  равен приращению переменной  на касательной, проведенной к графику функции в точке . Поскольку длины отрезков  и  различны, то . Однако  при . 
	 
	 
	 
	. 
	 
	 
	 
	14.Производные и дифференциал высших порядков. 

	 
	 
	Производные высших порядков 
	 
	​Пусть функция  определена и дифференцируема на интервале . Тогда ее производная  представляет собой функцию переменной  также определенную на интервале .  в свою очередь может оказаться дифференцируемой в некоторой точке  интервала . Производную от функции  называют второй производной (производной второго порядка) от функции  и обозначают  или . Итак, 
	. 
	​Далее мы можем аналогично ввести понятие третьей производной, как производной от второй: 
	, 
	затем четвертой и т. д. 
	​Предположим, что уже введено понятие производной -ого порядка, и что -я производная дифференцируема в некоторой точке  интервала , то есть имеет производную в данной точке. Тогда эту производную называют производной -ого порядка функции  и обозначают символами  или . Соотношение, определяющее -ю производную имеет вид 
	. 
	​Определение. Функция, имеющая на данном множестве , конечную производную порядка  называется  раз дифференцируемой на данном множестве. 
	​Пример. Найти -ю производную степенной функции . 
	​По формуле производной степенной функции имеем 
	, 
	, 
	. 
	​Предположим, что -я производная задается формулой 
	,                                                  (1) 
	где произведение  содержит  сомножителей. Тогда 
	, 
	то есть формула для -ой производной имеет тот же вид, что и формула для -ой производной. Следовательно, по принципу математической индукции формула (1) справедлива для любого значения . 
	​В частном случае , где  — натуральное число, получим 
	,​​​       (2) 
	где  — это произведение натуральных чисел от 1 до , называемое  факториалов, то есть 
	. Например, 
	, 
	. 
	Заметим, что  считают равным 1. Для факториалов справедливо рекуррентное соотношение 
	 
	 
	Поскольку производная порядка  функции  не зависит от , то из формулы (2) следует, что , и все производные порядка  также равны 0. 
	Дифференциалы высших порядков 
	 
	​Пусть функция  дифференцируема на некотором интервале . Ее дифференциал 
	, 
	называемый также первым дифференциалом, зависит от двух переменных:  и . Далее будем считать, что величина  принимает одно и то же фиксированное значение для всех точек  рассматриваемого интервала. Тогда дифференциал  можно рассматривать как функцию только одной переменной . Предположим, что функция  также дифференцируема в точке , принадлежащей интервалу . При таких предположениях в указанной точке у функции  существует дифференциал . При вычислении этого дифференциала положим значение дифференциала независимой переменной равным уже зафиксированному ранее значению .  
	​Определение. Значение дифференциала от , взятое при фиксированном значении , называют вторым дифференциалом функции  и обозначают символом . 
	​Согласно определению второго дифференциала имеем 
	.                              (5) 
	При выводе последней формулы мы учли, что, так как  не зависит от , то . Заметим, что  обычно обозначают . Итак, 
	.                                                               (6) 
	 
	​Совершенно аналогично можно определить дифференциалы высших порядков. Предположив, что производная -ого порядка функции  дифференцируема в точке , определим дифференциал -ого порядка , как дифференциал от дифференциала -ого порядка, то есть  
	.                                                               (7) 
	Формула для вычисления дифференциала -ого порядка имеет вид, аналогичный формуле (6) 
	. 
	 
	Инвариантность формы первого дифференциала 
	 
	​Пусть сложная функция , аргумент которой представляет собой дифференцируемую функцию , дифференцируема в некоторой точке . Будем считать переменную  независимой переменной. Тогда по формуле (3) 
	. 
	Отсюда, используя формулу дифференцирования сложной функции  
	, 
	и учитывая, что 
	, 
	получим 
	.                                                     (4) 
	Итак, мы установили, что формула для дифференциала функции имеет один и тот же вид независимо от того является ли аргумент функции независимой переменной, или он в свою очередь представляет собой функцию другой переменной. В любом случае дифференциал функции равен произведению производной по ее аргументу на дифференциал данного аргумента. Это свойство дифференциала называется инвариантностью формы первого дифференциала. 
	 
	15. Правило Лопиталя. 

	Правило Лопиталя  
	 
	Говорят, что отношение двух функций представляет собой при  неопределенность вида , если . Раскрыть эту неопределенность — это значит найти предельное значение . Следующая теорема дает правило для раскрытия неопределенности вида . 
	Теорема 1 (правило Лопиталя). Пусть две функции определены и дифференцируемы всюду в некоторой окрестности точки , за исключением может быть самой точки . Пусть далее 
	                                                            (5) 
	и  всюду в указанной выше окрестности точки . Тогда, если существует конечное или бесконечное предельное значение , то существует и предельное значение , причем справедлива формула 
	. 
	 
	​Если две функции имеют при  бесконечные предельные значения, то есть  
	,                                                          (6) 
	то говорят, что отношение двух функций представляет собой при  неопределенность вида . Для раскрытия этой неопределенности справедливо утверждение аналогичное теореме 1. 
	Теорема 2. Пусть две функции определены и дифференцируемы всюду в некоторой окрестности точки , за исключением может быть самой точки . Пусть далее 
	                                                            (5) 
	и  всюду в указанной выше окрестности точки . Тогда, если существует конечное или бесконечное предельное значение , то существует и предельное значение , причем справедлива формула 
	. 
	 
	​Заметим, что правило Лопиталя справедливо и в случае, когда аргумент  стремится не к конечному, а бесконечному пределу ().  
	​Заметим также, что если производные  и  удовлетворяют тем же требованиям, что и сами функции  и , то правило Лопиталя можно применять повторно, то есть предельное значение отношения первых производных функций  и  можно заменить предельным значением отношения вторых производных. Тогда мы получим 
	. 
	​Пример 1. Найти предел . 
	​Так как  и , то имеем неопределенность вида . Для ее раскрытия воспользуемся правилом Лопиталя: 
	. 
	​Пример 2. Найти предел . 
	​Здесь , то есть имеется неопределенность вида . Воспользовавшись правилом Лопиталя получим  
	. 
	 
	 
	16.Исследование гр ф-ции с помощью производной.Точки экстремума, необходимые и достаточные условия. 
	Экстремум функции 
	Необходимое условие экстремума 
	Достаточное условие экстремума 
	Абсолютный экстремум 

	17.Точки перегиба. Необходимое и достаточное условия существования точки перегиба, направление выпуклости. 

	Точки перегиба графика функции 
	 
	​Определение. Точка  графика функции  называется точкой перегиба этого графика, если существует такая окрестность точки  оси абсцисс, в пределах которой график функции справа и слева от точки  имеет разные направления выпуклости. 
	​Если функция  дифференцируема в точке  и ее окрестности, то геометрически это означает, что график функции переходит в окрестности точки  с одной стороны касательной на другую (рис. 3). 
	​Если функция  непрерывна в точке , дифференцируема в окрестности точки , за исключением самой точки , и , то график функции в окрестности точки  находится по разные стороны от вертикальной касательной  (рис. 4). 
	             
	​​​​​   Рис. 3​​​Рис. 4 
	​Теорема 3 (необходимое условие существования точки перегиба). Пусть функция  имеет в точке  непрерывную вторую производную. Тогда, если точка  является точкой перегиба графика функции, то . 
	​Заметим, что условие  является необходимым, но недостаточным условием перегиба графика функции в точке . Рассмотрим, например функцию . Вторая производная этой функции , обращается в нуль точке . Однако на всей числовой оси , следовательно, всюду на этой оси график функции имеет выпуклость, направленную вниз, и точка  не является точкой перегиба. 
	​Теорема 4 (достаточное условие наличия точки перегиба). Если функция  дифференцируема в точке , дважды дифференцируема в некоторой окрестности точки , за исключением, быть может, самой точки  и вторая производная  меняет знак при переходе аргумента через точку , то точка  является точкой перегиба графика функции. 
	​Заметим, что если функция непрерывна в точке , дважды дифференцируема в некоторой окрестности точки , за исключением самой точки , и имеет в точке  касательную (хотя бы параллельную оси ), то утверждение теоремы 4 также справедливо. 
	​Пример 1. Найти точки перегиба графика функции . 
	​Найдем производные заданной функции: 
	, 
	. 
	​Вторая производная  
	 
	обращается в нуль в точках ,  и меняет знак при переходе через эти точки. Следовательно, точки  и  являются точками перегиба графика функции. Заметим также, что на интервалах  и  , следовательно, график функции имеет выпуклость, направленную вверх. На интервале  , и график функции имеет выпуклость, направленную вниз. 
	​Пример 2. Найти точки перегиба графика функции . 
	Направление выпуклости графика функции 
	 
	Пусть функция  дифференцируема в любой точке интервала , то есть имеет в любой точке этого интервала конечную производную. Тогда существует касательная к графику функции , проходящая через любую точку  этого графика , причем эта касательная не параллельна оси . 
	Определение. Говорят, что график функции  имеет на интервале  выпуклость, направленную вниз (вверх), если график этой функции лежит не ниже ( не выше) любой своей касательной. 
	На рис. 1 изображен график функции, выпуклой вниз, а на рис. 2 — выпуклой вверх. 
	 
	          
	​​​​​Рис. 1​​​Рис. 2 
	 
	Теорема 1. Если функция  имеет на интервале  конечную вторую производную и если эта производная неотрицательна (неположительна) всюду на этом интервале, то график функции имеет на интервале  выпуклость, направленную вниз (вверх). 
	​Теорема 2. Пусть вторая производная функции  непрерывна и положительна (отрицательна) в точке , тогда существует такая окрестность точки , в пределах которой график функции имеет выпуклость, направленную вниз (вверх). 
	 
	18.Асимптоты графика функции. 

	Асимптоты графика функции 
	 
	​Определение. Прямая  называется вертикальной асимптотой графика функции , если хотя бы одно из предельных значений  или  равно  или . 
	​Заметим, что если прямая , является вертикальной асимптотой, то точка  — это точка разрыва второго рода, в которой функция  не определена. Поэтому для того, чтобы найти вертикальные асимптоты нужно исследовать точки, в которых функция не определена. 
	​Определение. Прямая  называется наклонной асимптотой графика функции  при  (), если  представима в виде , где  — бесконечно малая функция при   (). 
	​Теорема. Для того, чтобы график функции  имел наклонную асимптоту, необходимо и достаточно, чтобы существовали два конечных предельных значения  
	,                                                               (1) 
	.                                                           (2) 
	Пример. Найти асимптоты графика функции . 
	​Данная функция не определена в точке . Найдем предельное значение функции при  
	. 
	Следовательно, график этой функции имеет вертикальную асимптоту .  
	​Чтобы выяснить, есть ли у графика функции наклонные асимптоты, найдем предельные значения (1), (2): 
	, 
	. 
	​Итак, прямая  является наклонной асимптотой графика при  и . 
	 
	19.ПЕРВООБРАЗНАЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
	 
	Понятие первообразной функции  
	 
	Определение. Функция  называется первообразной функцией для функции  на интервале , если в любой точке  этого интервала функция  дифференцируема, и ее производная  равна . 
	Свойства первообразных 
	 
	1) Если функция  является первообразной функцией для функции  на интервале , то и функция , где  — произвольная постоянная, также является первообразной функцией для функции  на интервале . 
	Действительно, 
	. 
	2) Если  и  — первообразные функции для функции  на интервале , то повсюду на этом интервале , где  — некоторая постоянная. 
	Положим . Так как каждая из функций  и  дифференцируема на интервале , то и  дифференцируема на этом интервале. Причем всюду на интервале  справедливо равенство 
	. 
	Так как производная  равна нулю в любой точке интервала , то функция  является постоянной на этом интервале. 
	​3) Если функция  является первообразной функцией для функции  на интервале , то любая первообразная функция  для функции  на интервале  имеет вид , где  — некоторая постоянная. 
	​Это утверждения является следствием свойства 2. 
	 
	Неопределенный интеграл  
	 
	​Определение. Совокупность всех первообразных функции  на интервале  называется неопределенным интегралом от функции  и обозначается символом . В этом обозначении знак  называется знаком интеграла,  — подынтегральным выражением,  — подынтегральной функцией, . — переменной интегрирования. 
	​Если функция  является первообразной функцией для функции  на интервале , то в силу приведенного выше следствия 
	, 
	где  — произвольная постоянная. 
	​Заметим также, что, если для функции  на интервале  существует первообразная функция, то подынтегральное выражение представляет собой дифференциал любой первообразной. Действительно, если  является первообразной функцией для функции  на интервале , то . 
	 
	20.Свойства неопределенного интеграла. 
	 
	​Пусть функция  имеет на некотором интервале первообразную функцию . Неопределенный интеграла имеет следующие свойства: 
	​1. . 
	​Действительно, используя определение неопределенного интеграла, имеем  
	. 
	​2. . 
	​Так как , а первообразной для функции  является функция , то согласно определению неопределенного интеграла получим 
	. 
	​3.. 
	​Пусть  — первообразная для функции . Тогда свойство 3 можно записать в виде 
	, 
	Следовательно, свойство 3 означает, что  — это первообразная для функции . Покажем, что последнее утверждение справедливо. Действительно, 
	. 
	​4. , где  — некоторая постоянная. 
	​Перепишем свойство 4 в виде  и покажем, что  является первообразной функцией для функции . Действительно, 
	. 
	​5. , где  — первообразная функции . 
	​Пусть . Тогда  
	. 
	Следовательно,  является первообразной подынтегральной функции . 
	 
	21.Таблица интегралов. 
	 
	Поскольку неопределенный интеграл — это совокупность первообразных  для подынтегральной функции, то для нахождения неопределенного интеграла , требуется отыскать функцию , удовлетворяющую соотношению . Непосредственной проверкой этого соотношения можно убедиться в справедливости следующих формул. 
	​1. . 
	​2. . 
	​3.  (). 
	​4.  (). 
	​5. , . 
	​6. . 
	​7. . 
	​8. , . 
	​9. , . 
	​10. , . 
	​11. . 
	12. , (, если в подкоренном выражении выбран знак –). 
	​13. ,  
	​15.  (). 
	 
	​16. , (, , если выбран знак –). 
	 
	​17. , (, ). 
	18. . 
	19. . 
	20. . 
	 
	 
	22.Методы интегрирования:замена переменной. 
	 
	Замена переменной в неопределенном интеграле 
	​Теорема. Пусть функция  определена и непрерывна на множестве  и пусть  — множество всех значений этой функции. Пусть далее для функции  существует на множестве  первообразная функция , то есть 
	. 
	Тогда всюду на множестве  для функции  существует первообразная функция, равная , то есть 
	. 
	​Доказательство. Поскольку  
	,  
	то функция  является первообразной для функции . 
	​Замена переменной является одним из основных методов интегрирования. Предположим, что нам удалось выбрать в качестве новой переменной такую дифференцируемую функцию , что подынтегральная функция  может быть представлена в виде , а интеграл  легко вычисляется, тогда на основании теоремы о замене переменной в неопределенном интеграле имеем 
	.                             (1) 
	​Добавим теперь к таблице основных интегралов несколько часто встречающихся интегралов, которые мы найдем с помощью замены переменной. 
	​17. , . 
	​Сделаем замену переменной , тогда , ,  и 
	. 
	​18.  (). 
	​В этом интеграле также сделаем замену переменной . В результате получим 
	. 
	​19. , (, , если выбран знак –). 
	​Этот интеграл с помощью замены переменной  можно свести к интегралу 12. 
	 
	. 
	Заметим, что поскольку  — некоторая положительная постоянная, то  — это произвольная постоянная, поэтому в формуле (19)  заменили на . 
	​20. , (, ). 
	​Преобразуем подынтегральную функцию к виду  
	 
	и рассмотрим интегралы  и . В первом интеграле сделаем замену переменной , а во втором . Тогда , . В результате замены получим 
	,. 
	Далее воспользуемся свойствами 3 и 4 неопределенного интеграла 
	. 
	​21. . 
	​Преобразуем подынтегральную функцию 
	 
	и сделаем замену переменной . Тогда  и 
	. 
	​22. . 
	​Заметим, что , и сделаем замену переменной . В результате получим 
	. 
	​23. . 
	​Этот интеграл вычисляется с помощью замены переменной . При этом  и 
	. 
	​При интегрировании путем замены переменной преобразования (1) нередко записывают в сокращенном виде 
	.                                 (2) 
	​В этом случае, говорят, что функция  подведена под знак дифференциала. При такой форме записи вычисление интеграла 23 приобретает вид 
	. 
	​Приведем еще несколько примеров. 
	​Пример 1. . В этом интеграле фактически была сделана замена , но часть преобразований  
	 
	опущена. 
	​Пример 2. . В данной записи вычисления интеграла мы опять опустили часть преобразований, подведя под знак дифференциала функцию . 
	​Пример 3. . Здесь по знак дифференциала подведена функция . 
	 
	23.Интегрирование по частям. 
	 
	Формула интегрирования по частям  
	 
	​Пусть каждая из функций  и  дифференцируема на множестве  и, кроме того, на этом множестве существует первообразная для функции . Тогда на множестве  существует первообразная и для функции , причем справедлива формула 
	.                                                 (1) 
	​Доказательство. Воспользуемся формулой производной произведения двух функций 
	. 
	Умножим это равенство на  и возьмем интеграл от правой и левой части 
	. 
	Так как , а интеграл  существует , то существует и интеграл , причем 
	. 
	​Учитывая, что , а , формулу (1) можно записать в виде 
	.                                                     (2) 
	​Пример 1. Найти интеграл . 
	​Применим формулу интегрирования по частям (4), полагая , , , . В результате получим 
	. 
	​Пример 2. Найти интеграл . 
	​Полагая в формуле интегрирования по частям (2) , , , получим 
	. 
	Для вычисления интеграла  еще раз применим формулу (2) (,, , ). В результате имеем 
	 
	=. 
	​Пример 3. Найти интеграл . 
	​Пусть ,. Тогда по формуле (2) 
	, 
	При вычислении интеграла  снова используем формулу интегрирования по частям (, ) 
	. 
	В результате мы получили линейное алгебраическое уравнение относительно  
	. 
	Решая его, находим 
	. 
	​Пример 4. Найти интеграл . 
	​Пусть , . Тогда по формуле интегрирования по частям имеем 
	. 
	​С помощью интегрирования по частям вычисляются интегралы следующих видов: 
	​1) , , . 
	​При вычислении этих интегралов следует положить . Поскольку , то в результате интегрирования по частям получатся интегралы вида 
	, , . 
	Применяя формулу интегрирования по частям  раз придем к табличным интегралам  
	, , . 
	​2) , . 
	​Применяя дважды формулу интегрирования по частям , приходим к уравнению первого порядка относительно рассматриваемого интеграла. Решив это уравнение найдем искомый интеграл. 
	​3) Подынтегральная функция содержит множитель: , , , . 
	​В этом случае в формуле интегрирования по частям надо положить функцию , равной одной из указанных функций. 
	 
	24.Определенный интеграл, его геометрический смысл. 
	 
	Определение. Функция  называется интегрируемой по Риману на отрезке , если существует конечный предел  интегральных сумм этой функции при . Указанный предел  интегральных сумм называется определенным интегралом функции  на отрезке  и обозначается . 
	Итак 
	. 
	В записи определенного интеграла  называют нижним пределом интегрирования,  — верхним пределом интегрирования,  — подынтегральной функцией, отрезок  — интервалом интегрирования. 
	Из определения определенного интеграла следует, что для неотрицательных функций определенный интеграл является пределом при  последовательности площадей рассмотренных выше ступенчатых фигур. Поэтому он равен площади фигуры, ограниченной графиком функции , отрезком  оси  и прямыми , . Позже мы докажем это утверждение более строго. 
	 
	Геометрический смысл определенного интеграла 
	 
	​Пусть функция  непрерывна и неотрицательна на отрезке . Криволинейной трапецией называется фигура , ограниченная  прямыми , , осью  и графиком функции  (рис. 3) 
	 
	Рис. 3 
	​Заметим, что нижняя сумма Дарбу  представляет собой площадь ступенчатой фигуры, вписанной в криволинейную трапецию, а верхняя сумма Дарбу  — площадь ступенчатой фигуры, описанной вокруг криволинейной трапеции. Очевидно, что 
	, 
	где  — площадь криволинейной трапеции. Так как непрерывная на отрезке  функция интегрируема на этом отрезке, то  
	. 
	Следовательно,  
	. 
	Итак, определенный интеграл  от непрерывной неотрицательной функции равен площади криволинейной трапеции, ограниченной  прямыми , , осью  и графиком функции  
	 
	25.Формула Ньютона-Лейбница. 
	 
	​Пусть функция  непрерывна на отрезке , тогда любая ее первообразная может быть представлена в виде 
	.                                                             (3) 
	​Положим в формуле (3) сначала , а затем . В результате имеем два равенства 
	, . 
	Вычитая из второго равенства первое и заменяя  на , получим основную формулу интегрального исчисления  
	.                                                         (4) 
	Эту формулу называют также формулой Ньютона-Лейбница. 
	​Разность  обозначают символом , формулу (4) записывают в виде . 
	​Из формулы Ньютона-Лейбница следует, что для вычисления определенного интеграла нужно найти какую-либо первообразную подынтегральной функции и из значения этой первообразной для верхнего предела интегрирования вычесть значение для нижнего предела. 
	​Пример. . 
	 
	1.​Будем считать, что . 
	2.  (). 
	Интеграл  мы определили как предел интегральной суммы , когда мелкость разбиения стремится к нулю. При этом мы разбили отрезок  точками  такими, что 
	, 
	и обозначили через  разность . 
	Если отрезок  пробегается в направлении от  к , то, следуя формальному определению интегральной суммы, мы должны положить 
	. 
	Тогда все  станут отрицательными, и все слагаемые в интегральной сумме изменят знак на противоположный. 
	​3. Пусть функции  и  интегрируемы на отрезке . Тогда функции ,  также интегрируемы на этом отрезке, причем  
	.                                         (1) 
	​Докажем интегрируемость функций ,  и справедливость формулы (1). Действительно, 
	 
	. 
	​4. Если функция   интегрируема на отрезке , то функция ,  также интегрируема на этом отрезке, причем  
	. 
	​Действительно, 
	. 
	​5. Если функция   интегрируема на отрезке , то она интегрируема на любом отрезке , содержащемся в . 
	​6. Если функция   интегрируема на отрезках  и , то она интегрируема на отрезке . Причем 
	. 
	​Следующие свойства связаны с оценками интегралов. 
	​7. Если интегрируемая на отрезке  функция  неотрицательна на этом отрезке, то . 
	​Рассмотрим интегральную сумму . Так как , и , то  и . 
	​8. Если функция  интегрируема на отрезке  и  всюду на этом отрезке, то . 
	​Заметим, что ,  и по свойству 7 . Отсюда . 
	​9. Если функции  и  интегрируемы на отрезке  и  всюду на этом отрезке, то . 
	​Так как  всюду на отрезке  и функция  интегрируема на этом отрезке, то по свойству 7 имеем . Отсюда следует свойство 10. 
	​10. Если функция  интегрируема на отрезках , то функция  также интегрируема на этом отрезке, причем  
	.                                                           (2) 
	​ 
	Действительно, поскольку для функции  справедливо неравенство 
	, 
	то согласно свойству 9 имеем 
	, 
	откуда следует неравенство (2). 
	​11. Пусть функция  интегрируема на отрезке . Тогда, если  и  — наибольшее и наименьшее значения функции  на отрезке , то 
	.                                                      (4) 
	​Поскольку  для любого  из отрезка  справедливы неравенства , то 
	.                                                        (5) 
	Ранее мы установили, что . Подставляя значение интеграла  в (5) получим (4). 
	​12. Теорема о среднем. Пусть функция  непрерывна на отрезке . Тогда найдется такая точка , принадлежащая отрезку , что 
	.                                                          (6) 
	​Заметим, что непрерывная на отрезке функция интегрируема на этом отрезке. Воспользуемся свойством 12. Разделим неравенства (4) на . В результате получим 
	. 
	Обозначая через  число , получим неравенства . 
	​Если функция  непрерывна на отрезке , то она достигает на этом отрезке своих наибольшего и наименьшего значений и принимает все промежуточные значения от  до . Следовательно, найдется такая точка , принадлежащая отрезку , что . Тогда имеем . Отсюда следует формула (6). 
	Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 
	1)​функция  непрерывна на отрезке ; 
	2)​отрезок  является множеством значений некоторой функции , определенной на отрезке  и имеющей на этом отрезке непрерывную производную; 
	3)​, . 
	При этих условиях справедлива формула 
	.                                                     (5) 
	Эта формула называется формулой замены переменной под знаком определенного интеграла. 
	Доказательство. Пусть  — некоторая первообразная функции . Тогда  
	.                                                    (6) 
	Рассмотрим сложную функцию  переменой . Так как функции  и  дифференцируемы на соответствующих отрезках, то и функция  дифференцируема на отрезке . Применяя правило дифференцирования сложной функции, получим 
	. 
	Отсюда следует, что функция  является первообразной для функции . Тогда справедлива формула 
	.                            (7) 
	Из равенств (6) и (7) вытекает формула (5). 
	​Пример. Вычислить интеграл . 
	​Сделаем замену переменной . Так как , ,  при , , при  то 
	. 
	Пусть функции  и  имеют непрерывные производные на отрезке . Тогда для определенных интегралов справедлива следующая формула интегрирования по частям: 
	. 
	Эту формулу можно также записать в виде 
	. 
	​Действительно, функция  является первообразной для функции . По формуле Ньютона-Лейбница имеем 
	. 
	Отсюда следует формула интегрирования по частям. 
	​Пример.  
	. 
	 
	Пусть функции  и  имеют непрерывные производные на отрезке . Тогда для определенных интегралов справедлива следующая формула интегрирования по частям: 
	. 
	Эту формулу можно также записать в виде 
	. 
	​Действительно, функция  является первообразной для функции . По формуле Ньютона-Лейбница имеем 
	. 
	Отсюда следует формула интегрирования по частям. 
	​Пример.  
	. 
	 
	Как уже говорилось ранее определенный интеграл  от непрерывной неотрицательной функции равен площади криволинейной трапеции, ограниченной  прямыми , , осью  и графиком функции  (рис 1), то есть  
	​​​​​​      ​​​​       Рис. 1 
	​Если функция  непрерывна  и неположительна на отрезке , то площадь криволинейной трапеции равна . 
	​Если фигура  ограничена сверху графиком непрерывной на отрезке  функции , снизу графиком непрерывной на отрезке  функции  и прямыми , , то такую фигуру также называют криволинейной трапецией (рис. 2). Ее площадь равна , независимо от знаков функций  и ​​​Рис. 2 
	​Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной эллипсом  (рис. 2).  
	​Данная фигура симметрична относительно координатных осей. Рассмотрим часть , лежащую в первом квадранте.  ограничена графиком функции , отрезком  оси  и осью ординат. По формуле (9) имеем  , а площадь            Рис.2 
	всей фигуры будет равны . Сделаем в интеграле замену переменной . Тогда 
	. 
	Пусть функция  определена на полупрямой , и для любого  существует определенный интеграл . 
	Несобственным интегралом первого рода называется предельное значение функции  при .  
	Для несобственного интеграла используют обозначение . Из определения несобственного интеграла следует, что 
	.                                                                 (1) 
	Интеграл  называют также интегралом с бесконечным верхним пределом. 
	Если существует конечный предел , то несобственный интеграл  называется сходящимся, если нет — то расходящимся. 
	Аналогично определяется интеграл с бесконечным нижним пределом . Пусть функция  определена на полупрямой , и для любого  существует определенный интеграл . Тогда 
	.                                                                     (2) 
	​Определим теперь несобственный интеграл вида . Пусть функция  определена на всей вещественной оси и интегрируема на любом отрезке . Разобьем интеграл  на сумму двух интегралов  и , где , и перейдем к пределу при  и . Тогда 
	. 
	​Отметим некоторые свойства несобственных интегралов. 
	​1)Если интеграл  сходится, то сходится и интеграл , где  — постоянная, отличная от нуля. Причем справедливо соотношение 
	. 
	​Если интеграл  расходится, то расходится и интеграл , 
	​Действительно, 
	. 
	2) Если сходится несобственный интеграл , то для любого  интеграл  также сходится и имеет место равенство 
	.                                                           (4) 
	Действительно, так как  
	, 
	то 
	, 
	. 
	Отсюда следует справедливость формулы (4). 
	​Пример 1. Рассмотрим интеграл , (). 
	 
	Если , то  
	. 
	Заметим, что , так как . Следовательно, при  рассматриваемый несобственный интеграл сходится и равен . 
	​Если , то . Следовательно, несобственный интеграл  расходится. 
	​Если , то , и несобственный интеграл  также расходится. 
	​Итак, несобственный интеграл  сходится при  и расходится при . 
	​Пример 2. Вычислить несобственный интеграл . 
	 
	 
	. 
	Пример 3. Установить расходимость несобственного интеграла . 
	. 
	Так как предельного значения  при  не существует, то несобственный интеграл  расходится. 

