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II. Семинар 1

Семинар 1. Представление функций алгебры логики
(ФАЛ) с помощью дизъюнктивных нормальных форм

(ДНФ), импликанты и простые импликанты ФАЛ.
Сокращённая ДНФ и методы её построения.
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1. Единичный куб и табличные способы задания ФАЛ.

Пусть B = {0, 1} и Bn = B × · · · (n раз) · · · × B = {𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽n) : 𝛽i ∈ B} -

единичный n-мерный куб, для которого |Bn| = 2n. Примеры:

B = B1 = {0, 1}, B2 = {(00), (01), (10), (11)},
B3 = {(000), (001), (010), (011), (100), (101), (110), (111)} и т.д. Наборы

𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽n) из Bn упорядочиваются, как правило, в соответствии с их

лексикографическими номерами 𝜈(𝛽) =
∑︀n

i=1 𝛽i2n−i , задающими

взаимно-однозначное соответствие Bn 𝜈←→ [0, 2n), которое определяет на Bn

отношение лексикографического (полного или линейного) порядка.
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Будем считать, что Bn = Bn(x1, . . . , xn), где X = {x1, . . . , xn, . . . } -

упорядоченный счетный алфавит (входных) булевых переменных (БП). При

этом под ФАЛ f (x1, . . . , xn) от БП X (n) = {x1, . . . , xn} будем понимать

отображение Bn f−→ B и будем задавать её либо столбцом значений̃︁𝛼f = (𝛼0, . . . , 𝛼2n−1) ∈ B2n

, где f (𝛽) = 𝛼𝜈(𝛽), который, обычно, размещается

в линейной или прямоугольной таблице значений f, либо характеристическим

множеством Nf = {𝛽 ∈ Bn : f (𝛽) = 1} или его дополнением Nf = Bn∖Nf .
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Некоторые функционалы и отношения на кубе Bn,
характеристические функции некоторых его

подмножеств.

Для набора 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽n) ∈ Bn число ||𝛽|| = 𝛽1 + · · ·+ 𝛽n будем считать

его весом, а затем для i = 0, 1, . . . , n множество Bn
i = {𝛽 ∈ Bn : ||𝛽|| = i}

определим как i-й слой куба Bn, для которого, очевидно, |Bn
i | = C i

n.

Заметим, что ФАЛ f , f ∈ P2(n), симметрична ⇔ её характеристическое

множество Nf представляет собой объединение слоёв куба Bn.

Напомним, что для наборов 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽n) и 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾n) из Bn:

выполнено неравенство 𝛽 ⩾ 𝛾 ⇔ 𝛽i ⩾ 𝛾i при всех i , i ∈ [1, n];
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величина 𝜌(𝛽, 𝛾) - т.н. расстояние Хэмминга между 𝛽 и 𝛾, - равна числу

тех разрядов i , i ∈ [1, n], для которых 𝛽i ̸= 𝛾i и что в случае, когда

𝜌(𝛽, 𝛾) = 1, эти наборы называются соседними.

При этом отношение 𝛽 ⩾ 𝛾 задаёт на Bn отношение монотонного

(частичного) порядка.

Куб Bn при n ⩽ 4 удобно задавать в «геометрическом» варианте в виде

графа с 2n расположенными по слоям вершинами и n2n−1 рёбрами, которые

соединяют соседние вершины куба, лежащие, очевидно, в соседних слоях.
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g{x1, x2, x3} = x1x3⏟ ⏞ 
K1

∨ x2x3⏟ ⏞ 
K2

∨ x1x2⏟ ⏞ 
K3

∨ x1x3⏟ ⏞ 
K4

∨ x2x3⏟ ⏞ 
K5

∨ x1x2⏟ ⏞ 
K6
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Ng = {{000}, {111}},

A1 = K1 ∨ K3 ∨ K5,

A2 = K2 ∨ K4 ∨ K6,

A3 = K1 ∨ K2∨,K4 ∨ K5,

A4 = K2 ∨ K3 ∨ K5 ∨ K6,

A5 = K3 ∨ K4 ∨ K6 ∨ K1.
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Важнейшее семейство подмножеств куба Bn составляют его грани. Для

набора натуральных чисел I = (i1, . . . , ir ), где 1 ⩽ i1 ⩽ · · · ⩽ ir ⩽ n, и

двоичного набора 𝜎 = (𝜎1, . . . , 𝜎r ) ∈ B r определим связанную с ними грань

ранга r или, иначе, размерности (n − r) куба Bn как множество

Bn,I
𝜎 = {𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽n) ∈ Bn : 𝛽i1 = 𝜎1, . . . , 𝛽ir = 𝜎r},

мощность которого равна 2n−r . Данную грань можно однозначно задать

троичным набором 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾n) ∈ {0, 1, 2}n, где 𝛾i = 𝛽i , если i ∈ I , и

𝛾i = 2 в остальных случаях.
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При этом сам куб Bn считается гранью размерности n, его наборы - гранями

размерности 0, а рёбра - гранями размерности 1. Заметим, что, число граней

ранга r в кубе Bn равно C r
n2n−r , а число всех граней - 3n.

Заметим также, что в силу свойств ФАЛ x1 · x2 характеристическая ФАЛ

указанной выше грани задаётся т.н. элементарной конъюнкцией ранга r от

БП X (n) вида K = x𝜎1
i1
∙ · · · ∙ x𝜎r

ir
, где, как обычно, x0 = x и x1 = x .
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Из свойств ФАЛ x1 ∨ x2, в свою очередь, следует, что формула вида

A = K1∨ · · ·∨Ks , где Kj - ЭК ранга rj от БП X (n) и Ki ̸= Kj при i ̸= j , которая

называется дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) от множества БП

X (n), задаёт характеристическую ФАЛ f множества Nf = NK1 ∨ · · · ∨ NKs .

При этом число s задаёт т.н. длину 𝜆(A), а число r1 + · · ·+ rs - т.н. ранг

R(A) ДНФ A. В том случае, когда R(A) = n|Nf |, то есть ранги всех ЭК ДНФ

A равны n, она называется совершенной ДНФ.

Для любой ФАЛ f , f ∈ P2(n), f ̸≡ 0, её совершенная ДНФ имеет вид

A(f ) =
⋁︁

(𝜎1,...,𝜎n)∈Nf

x𝜎1
1 . . . x𝜎n

n .
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Задача 1. (гл. I, №2.3(3))

Построить совершенную ДНФ для ФАЛ f , f ∈ P2(3), для которой̃︁𝛼f = (01010001).

Решение:

1 построим таблицу ФАЛ f ;

2 находим наборы из

Nf = {(001), (011), (111)};
3 выписываем

Aсов.(f ) = x1x2x3∨x1x2x3∨x1x2x3.

x1 x2 x3 f

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1
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2. Сокращённая ДНФ и

способы её построения
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Если для ЭК K от БП X (n) и ФАЛ f из P2(n) имеет место включение

NK ⊆ Nf , то K называется импликантой, а множество NK - гранью f .

Если же при этом, кроме того, нет такой ЭК K ′ от БП X (n), для которой

NK ⊂ NK ′ ⊆ Nf , то K считается простой импликантой ФАЛ f , а грань NK -

её максимальной гранью. При этом сокращённая ДНФ ФАЛ f определяется

как дизъюнкция всех её простых импликант (ПИ), которая соответствует

покрытию множества Nf всеми максимальными гранями ФАЛ f .

«Геометрический» способ построения сокращённой ДНФ основан на её

определении и использовании геометрии граней единичного куба.
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Задача 2. (гл. IX, №2.1(1, 2)) Из заданного множества ЭК выделить ПИ

ФАЛ f , а затем построить её сокращённую ДНФ геометрическим способом.

1) A = {x1, x3, x1x2, x2x3}
Nf = {(000), (010), (100),

(101), (110), (111)}
𝛼f = (01101111)

c
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Ответ: x1, x3. A = x1 ∨ x3

2) A = {x1x2, x2x3, x1x2x3}
𝛼f = (01111110)
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Задача 4. (гл. IX, №2.6(1, 5)) Найти сокр. ДНФ ФАЛ f с помощью

минимизирующей карты Карно:

1) ̃︁𝛼f = (01010111)

2) ̃︁𝛼f = (0001101111011111)
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II. Семинар 1

Тождество поглощения tП : x1 = x1 ∨ x1x2 используется при построении

сокращённой ДНФ из КНФ в соответствии со следующим Утверждением.

Утверждение 2.1. Пусть A′ и A′′ — сокращенные ДНФ ФАЛ f ′ и f ′′

соответственно, а ДНФ A без поглощений ЭК получается из формулы A′ ·A′′

в результате раскрытия скобок и приведения подобных. Тогда A —

сокращенная ДНФ ФАЛ f = f ′ · f ′′.

Следствие. Если ДНФ A без поглощений ЭК получается из КНФ B ФАЛ f

в результате раскрытия скобок и приведения подобных, то A — сокращенная

ДНФ ФАЛ f .
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Задача 5. (гл. IX, №2.3(1, 2))

Построить сокращённую ДНФ из заданной КНФ.

1) (x1 ∨ x2 ∨ x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3) · (x2 ∨ x3)

2) (x1 ∨ x2) · (x1 ∨ x2 ∨ x3

Решение:
1) (x1 ∨ x2 ∨ x3) · (x1 ∨ x2 ∨ x3) · (x2 ∨ x3) = (x2 ∨ x1x3 ∨ x1x3) · (x2 ∨ x3) =

= x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x3

2) (x1 ∨ x2) · (x1 ∨ x2 ∨ x3) = x1 ∨ x2x3
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II. Семинар 1

Тождество обобщённого склеивания tОС : x1x2 ∨ x1x3 = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3

используется при построении сокращённой ДНФ из ДНФ в соответствии со

следующим утверждением.

Утверждение 2.2. ДНФ без поглощений ЭК является сокращенной ДНФ

тогда и только тогда, когда она не имеет строгих расширений.

Следствие. Из любой ДНФ A ФАЛ f можно получить сокращенную ДНФ

этой ФАЛ в результате построения последовательных строгих расширений и

приведения подобных до получения ДНФ без поглощений ЭК, не имеющей

строгих расширений.
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Задача 6. (гл. IX, №2.2(1, 2))

Построить сокращённую ДНФ ФАЛ f по её ДНФ:

1) A = x1x2 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4

2) A = x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4

Решение:
1) x1x2 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4 ↦→ x1x2 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4 ↦→
↦→ x1x2 ∨ x2x4 ∨ x2x3x4 ↦→ x1x2 ∨ x2x4 ∨ x3x4

2) x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4 ↦→ x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4 ∨ x1x2x4 ↦→
↦→ x1x2x3 ∨ x1x2x4 ∨ x2x3x4 ∨ x1x2x4 ∨ x1x3x4
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II. Семинар 1

Задача 7. (гл. IX, №2.9(1, 3)) Найти длину сокращённой ДНФ ФАЛ f :

1) f = x1 ⊕ · · · ⊕ xn

3) f = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ⊕ · · · ⊕ xn)

Решение:
1) Сов. ДНФ длины 2n−1 является единственной ДНФ ФАЛ f от БП X (n).

3) Представим ФАЛ f в виде f = g(x1, x2, x3) · ln−3(x1, . . . , xn) и

воспользуемся тем, что сокращённая ДНФ ФАЛ g состоит из 6 рёбер куба

B3(x1, x2, x3), а сокращённая ДНФ ФАЛ ln−3(x4, . . . , xn) совпадает с её

совершенной ДНФ и состоит из 2n−5 наборов куба Bn−4(x4, . . . , xn),

имеющих нечётное число единиц. Следовательно, по утверждению 3.1

сокращённая ДНФ ФАЛ f будет состоять из 6 · 2n−5 граней ранга 3.
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Семинар 1.

Семинар 2. Алгебраические методы построения сокра-

щенной ДНФ. Тупиковые ДНФ, ядро и ДНФ

пересечение тупиковых

I. Окончание семинара 1 (по необходимости).

Напомнить определение импликанты ФАЛ, простой импликанты ФАЛ и ее сокращенной

ДНФ, а также геометрический смысл этих понятий.

Задача 2.1. Из заданного множества 𝐴 элементарных конъюнкций (ЭК) выделить простые

импликанты (ПИ) ФАЛ 𝑓 и 𝑔:

1. 𝐴 = {𝑥1, 𝑥̄3, 𝑥1𝑥2, 𝑥2𝑥̄3}, 𝛼̃𝑓 = (00101111) ⇒ “геометрически” строим сокращенную ДНФ

ФАЛ 𝑓 вида 𝑥1 ∨ 𝑥2𝑥̄3, в которую из 𝐴 входят только ПИ 𝑥1 и 𝑥2𝑥̄3, причем ЭК 𝑥̄3 не

является импликантой 𝑓 , а ЭК 𝑥1𝑥2 является импликантой, но не является ПИ;

2. 𝐴 = {𝑥1𝑥̄2, 𝑥2𝑥3, 𝑥1𝑥2𝑥3}, 𝛼̃𝑔 = (01111110) ⇒ сокращенная ДНФ ФАЛ 𝑔 имеет вид 𝑥1𝑥̄3 ∨

𝑥2𝑥̄3 ∨ 𝑥̄1𝑥2 ∨ 𝑥̄1𝑥3 ∨ 𝑥̄2𝑥3 ∨ 𝑥1𝑥̄2 = 𝐾1 ∨ · · · ∨𝐾6, в которую из 𝐴 входит только 𝐾6.

II. Построение сокращенной ДНФ: а) методом Нельсона; б) методом Блейка.

а) Задача 2.3 (1, 2):

1) 𝑓 = (𝑥1∨𝑥2∨ 𝑥̄3) · (𝑥̄1∨𝑥2∨𝑥3) · (𝑥̄2∨ 𝑥̄3) = (𝑥2∨𝑥1𝑥3∨ 𝑥̄1𝑥̄3) · (𝑥̄2∨ 𝑥̄3) = 𝑥2𝑥̄3∨ 𝑥̄1𝑥̄3∨𝑥1𝑥̄2𝑥3

2) 𝑓 = (𝑥1 ∨ 𝑥̄2) · (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥̄3) = 𝑥1 ∨ 𝑥̄2𝑥̄3

Задача 2.9 (3):

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3) · (𝑥̄1 ∨ 𝑥̄2 ∨ 𝑥̄3) · (𝑥4 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑛) = ( см. п.I.2)

(𝐾1 ∨ · · · ∨𝐾6) · (
⋁︀

(𝜎4,...,𝜎𝑛)∈𝐵𝑛
неч

𝑥𝜎4
4 · · ·𝑥𝜎𝑛

𝑛 ) =
6⋁︀

𝑖=1

⋁︀
(𝜎4,...,𝜎𝑛)∈𝐵𝑛

неч

𝑥𝜎4
4 · · ·𝑥𝜎𝑛

𝑛 ·𝐾𝑖,

где 𝐵𝑚
неч — множество всех наборов длины 𝑚 с нечетным числом 1; при этом полученная

сокращенная ДНФ ФАЛ 𝑓 имеет длину 6 · 2𝑛−4.

б) Задача 2.2 (1,2) (те ЭК, к которым применяется обобщенное склеивание, выделены по-

лужирным шрифтом):

1) 𝑥̄1𝑥̄2 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥4 ∨ 𝑥2𝑥̄3𝑥4 = 𝑥̄1𝑥̄2 ∨ 𝑥̄2𝑥4 ∨ 𝑥2𝑥̄3𝑥4 = 𝑥̄1𝑥̄2 ∨ 𝑥̄2𝑥4 ∨ 𝑥̄3𝑥4.

2) 𝑥1𝑥̄2𝑥3∨𝑥̄1𝑥2𝑥̄4∨𝑥̄2𝑥̄3𝑥̄4 = 𝑥1𝑥̄2𝑥3∨𝑥̄1𝑥2𝑥̄4∨𝑥̄2𝑥̄3𝑥̄4∨𝑥1𝑥̄3𝑥̄4 = 𝑥1𝑥̄2𝑥3∨· · ·∨𝑥1𝑥̄3𝑥̄4∨𝑥1𝑥̄2𝑥̄4



III. Определения: тупиковой ДНФ, ядровой точки, ядровой грани, ядра и ДНФ

пересечение тупиковых.

Задача 2.14 (1,2):

Показать, что всякая простая импликанта 𝐾 ФАЛ 𝑓 из 𝑃2(𝑛) ранга 𝑟 является ядровой,

если: 1) 𝑟 = 𝑛; 2) 𝑟 ≤ 1.

Решение

1) Заметим, что множество 𝑁𝐾 состоит из единственного набора 𝛼, 𝛼 ∈ 𝑁𝑓 , который в силу

максимальности грани 𝑁𝐾 для ФАЛ 𝑓 не может принадлежать никакой другой максимальной

грани ФАЛ 𝑓 . Это означает, что грань 𝑁𝐾 является ядровой гранью ФАЛ 𝑓 , так как она

содержит ядровую точку 𝛼 этой ФАЛ.

2) В случае 𝑟 = 0 утверждение верно, если считать, что при этом 𝑓 = 𝐾 = 1, то есть 𝐾 —

“пустая” ЭК и 𝑁𝐾 = 𝐵𝑛.

Осталось рассмотреть случай, когда 𝑟 = 1, то есть 𝐾 = 𝑥𝜎
𝑖 , где 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 и 𝜎 ∈ 𝐵.

Заметим, что в данном случае имеет место строгое включение 𝑁𝑓 ∖ 𝐵𝑛;𝑖
𝜎 ⊂ 𝐵𝑛;𝑖

𝜎̄ , так как

в противном случае выполнялось бы равенство 𝑁𝑓 = 𝐵𝑛. Это означает, что найдется на-

бор 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 𝜎̄, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝑁𝑓 такой, что соответствующий ему набор 𝛽 =

(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 𝜎, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛) является ядровой точкой ФАЛ 𝑓 .

Действительно, для любой содержащей точку 𝛽 и отличной от 𝑁𝐾 грани 𝑁𝐾′ ФАЛ 𝑓 в ЭК

𝐾 ′ должна входить буква 𝑥𝜎
𝑖 , так как иначе не могли бы выполняться равенства 𝑓(𝛽) = 1,

𝑓(𝛼) = 0. Следовательно, ни одна максимальная и отличная от 𝑁𝐾 грань ФАЛ 𝑓 не может

проходить через точку 𝛽.

Задача 3.3 (1,2):

Построить ядро и ДНФ ∩𝑇 ФАЛ 𝑓 , заданной сокращенной ДНФ:

1) 𝑓 = 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥̄1𝑥̄3 ∨ 𝑥2𝑥̄3 = 𝐾1 ∨𝐾2 ∨𝐾3 — цепная ФАЛ длины 3, ядро которой состоит из

граней 𝑁𝐾1 , 𝑁𝐾2 ;

2) 𝑓 = 𝑥̄3𝑥̄4 ∨ 𝑥̄2𝑥3𝑥4 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥4 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥3 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥̄3 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥̄4 = 𝐾1 ∨ · · · ∨ 𝐾6 — данная ДНФ

является сокращенной ДНФ ФАЛ 𝑓 и “геометрически” состоит из квадрата, две соседние точки

которого соединены цепочкой из 5 ребер, ее ядром является грань 𝑁𝐾1 .

Задача 2.12 (3):

Найти число ядровых ПИ у ФАЛ из приведенной выше задачи 2.9(3).

Решение

С “геометрической точки” зрения сокращенная ДНФ данной ФАЛ представляет собой си-
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стему из 2𝑛−4 циклов длины 6. Следовательно, у нее нет ядровых простых импликант.

Семинар 3. ДНФ Квайна и ДНФ сумма тупиковых. Таб-

лица Квайна, методы построения всех тупи-

ковых ДНФ.

I.

Напомнить определение ДНФ Квайна и ДНФ
∑︀

Т. Построить указанные ДНФ для ФАЛ из

следующих задач.

Задача 3.1. (1, 5):

1) 𝑓 = 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥̄2 = 𝑥1 ∨ 𝑥̄2 — сокр. ДНФ = ДНФ Квайна = ДНФ
∑︀

Т ФАЛ 𝑓 ;

5) 𝑓 = 𝑥1𝑥2𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥̄3 ∨ 𝑥̄2𝑥3 = 𝑥2𝑥̄3 ∨ 𝑥̄2𝑥3 ∨ 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥1𝑥2 — сокр. ДНФ = ДНФ Квайна = ДНФ∑︀
Т ФАЛ 𝑓 .

Задача 3.3. (1, 2):

1) 𝑓 = (см. занятие 2) = 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥̄1𝑥̄3 ∨ 𝑥2𝑥̄3 = 𝐾1 ∨ 𝐾2 ∨ 𝐾3 — цепная ФАЛ длины 3, ядро

которой состоит из граней 𝑁𝐾1 , 𝑁𝐾2 , а ее ДНФ Квайна = ДНФ
∑︀

Т = 𝐾1 ∨𝐾2;

2) 𝑓 = (см. занятие 2) = 𝑥̄3𝑥̄4 ∨ 𝑥̄2𝑥3𝑥4 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥4 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥3 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥̄3 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥̄4 = 𝐾1 ∨ · · · ∨𝐾6 —

данная ДНФ является сокращенной ДНФ ФАЛ 𝑓 и “геометрически” состоит из квадрата, две

соседние точки которого соединены цепочкой из 5 ребер, ее ядром является грань 𝑁𝐾1 , а ее

ДНФ Квайна = ДНФ
∑︀

Т = сокр. ДНФ.

II. Построить все тупиковые ДНФ для ФАЛ, заданной своей сокращенной ДНФ, и,

возможно, найти среди них минимальные.

Задача 3.4. (3):

3) 𝑓 = 𝑥̄1𝑥4 ∨ 𝑥̄2𝑥4 ∨ 𝑥̄3𝑥4 ∨ 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥3 = 𝐾1 ∨𝐾2 ∨𝐾3 ∨𝐾4 ∨𝐾5.

Построим таблицу Квайна:
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(0 * * 1) (* 0 * 1) (* * 0 1) (1 1 * *) (* 1 1 *)

(0001)(0101) (0001)(0011) (0001)(0101) (1100)(1101) (0110)(0111)

(0011)(0111) (1001)(1011) (1001)(1101) (1110)(1111) (1110)(1111)

𝐾1 = 𝑥̄1𝑥4 1 1 1 1 Р

𝐾2 = 𝑥̄2𝑥4 1 1 1 1 Я

𝐾3 = 𝑥̄3𝑥4 1 1 1 1 Я

𝐾4 = 𝑥1𝑥2 1 1 1 Я

𝐾5 = 𝑥2𝑥3 1 1 1 1 Я

Р Р Р Р Я Р Я Я Р Р Я ядр./рег.

ДНФ Квайна = ДНФ
∑︀

Т = ДНФ
∑︀

M = 𝐾2 ∨𝐾3 ∨𝐾4 ∨𝐾5

II. Построить все тупиковые ДНФ для ФАЛ, заданной столбцом значений

Задача 3.6. (1, 4, 7):

1) 𝛼̃𝑓 = (0111 1100) — цепная ФАЛ длины 4 от БП 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3;

Карта Карно ФАЛ 𝑓 :

0 0 1 1 𝑥2

𝑥1 0 1 1 0 𝑥3

0 0 1 1 1

𝛼3 𝛼4 𝛼5

1 1 1 0 0

𝛼1 𝛼2

{𝛼1, 𝛼2} = 𝑁𝐾1 , 𝐾1 = 𝑥1𝑥̄2;

{𝛼2, 𝛼3} = 𝑁𝐾2 , 𝐾2 = 𝑥̄2𝑥3;

{𝛼3, 𝛼4} = 𝑁𝐾3 , 𝐾2 = 𝑥̄1𝑥3;

{𝛼4, 𝛼5} = 𝑁𝐾4 , 𝐾4 = 𝑥̄1𝑥2.

Таблица Квайна:

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5

𝑁𝐾1 1 1 Я 𝑦1

𝑁𝐾2 1 1 𝑦2

𝑁𝐾3 1 1 𝑦3

𝑁𝐾4 1 1 Я 𝑦4

Я Р Р Я Я/Р

КНФ ФАЛ покрытия редуцированной таблицы

Квайна:

𝐹 (𝑦2, 𝑦3) = 𝑦2 ∨ 𝑦3.

Тупиковые ДНФ:

A1 = 𝐾1 ∨𝐾2 ∨𝐾4,

A2 = 𝐾1 ∨𝐾3 ∨𝐾4,

обе являются минимальными и кратчайшими.

4) 𝛼̃𝑓 = (1111 1000 0100 1100)

Карта Карно ФАЛ 𝑓 :
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0 0 1 1 𝑥3

𝑥1 𝑥2 0 1 1 0 𝑥4

0 0 1 1 1 1

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4

0 1 1 0 0 0

𝛼5

1 1 1 1 0 0

𝛼6 𝛼7

1 0 0 1 0 0

𝛼8

{𝛼1, . . . , 𝛼4} = 𝑁𝐾1 , 𝐾1 = 𝑥̄1𝑥̄2;

{𝛼1, 𝛼5} = 𝑁𝐾2 , 𝐾2 = 𝑥2𝑥̄3𝑥̄4;

{𝛼5, 𝛼6} = 𝑁𝐾3 , 𝐾3 = 𝑥2𝑥̄3𝑥̄4;

{𝛼6, 𝛼7} = 𝑁𝐾4 , 𝐾4 = 𝑥1𝑥2𝑥̄3;

{𝛼7, 𝛼8} = 𝑁𝐾5 , 𝐾5 = 𝑥1𝑥̄3𝑥4;

{𝛼8, 𝛼2} = 𝑁𝐾6 , 𝐾6 = 𝑥̄2𝑥̄3𝑥4.

Замечание: Эта ФАЛ совпадает с ФАЛ из Задачи 3.3 (2) из семинара 2 и с “геометрической”

точки зрения ее сокращенная ДНФ - квадрат, две соседние точки которого соединены цепочкой

из 5 ребер:

𝑓 = 𝑥̄3𝑥̄4 ∨ 𝑥̄2𝑥3𝑥4 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥4 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥3 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥̄3 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥̄4 = 𝐾1 ∨ · · · ∨𝐾6.

Таблица Квайна:

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8

𝑁𝐾1 1 1 1 1 Я 𝑦1

𝑁𝐾2 1 1 𝑦2

𝑁𝐾3 1 1 𝑦3

𝑁𝐾4 1 1 𝑦4

𝑁𝐾5 1 1 𝑦5

𝑁𝐾6 1 1 𝑦6

Я Я Я/Р

КНФ ФАЛ покрытия редуцирован-

ной таблицы Квайна:

𝐹 (𝑦2, . . . , 𝑦6) = (𝑦2∨𝑦3) ·(𝑦3∨𝑦4) ·(𝑦4∨

𝑦5) · (𝑦5∨𝑦6) = (𝑦2𝑦4∨𝑦3) · (𝑦5∨𝑦4𝑦6) =

𝑦3𝑦5 ∨ 𝑦2𝑦4𝑦5 ∨ 𝑦3𝑦4𝑦5 ∨ 𝑦2𝑦4𝑦6

тупиковые ДНФ:

A1 = 𝐾1 ∨ 𝐾3 ∨ 𝐾5 — кратчайшая и

минимальная;

A2 = 𝐾1 ∨𝐾2 ∨𝐾4 ∨𝐾5;

A3 = 𝐾1 ∨𝐾3 ∨𝐾4 ∨𝐾5;

A4 = 𝐾1 ∨𝐾2 ∨𝐾4 ∨𝐾6.

7) 𝛼̃𝑓 = (0001 0111 1010 1110)

Карта Карно ФАЛ 𝑓 :
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0 0 1 1 𝑥3

𝑥1 𝑥2 0 1 1 0 𝑥4

0 0 0 0 1 0

𝛼9

0 1 0 1 1 1

𝛼7 𝛼6 𝛼5

1 1 1 1 0 1

𝛼3 𝛼8 𝛼1

1 0 1 0 0 1

𝛼4 𝛼2

{𝛼1, . . . , 𝛼4} = 𝑁𝐾1 , 𝐾1 = 𝑥1𝑥̄4;

{𝛼1, 𝛼5} = 𝑁𝐾2 , 𝐾2 = 𝑥2𝑥3𝑥̄4;

{𝛼5, 𝛼6} = 𝑁𝐾3 , 𝐾3 = 𝑥̄1𝑥2𝑥3;

{𝛼6, 𝛼7} = 𝑁𝐾4 , 𝐾4 = 𝑥̄1𝑥2𝑥4;

{𝛼7, 𝛼8} = 𝑁𝐾5 , 𝐾5 = 𝑥2𝑥̄3𝑥4;

{𝛼3, 𝛼8} = 𝑁𝐾6 , 𝐾6 = 𝑥1𝑥2𝑥̄3;

{𝛼6, 𝛼9} = 𝑁𝐾7 , 𝐾7 = 𝑥̄1𝑥3𝑥4.

Таблица Квайна:

𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼7 𝛼8 𝛼6 𝛼9

𝑁𝐾1 1 1 1 1 Я 𝑦1

𝑁𝐾2 1 𝑦2

𝑁𝐾3 1 1 𝑦3

𝑁𝐾4 1 1 𝑦4

𝑁𝐾5 1 1 𝑦5

𝑁𝐾6 1 1 𝑦6

𝑁𝐾7 1 1 Я 𝑦7

Р Я Р Я Р Я Я/Р

КНФ ФАЛ покрытия редуцирован-

ной таблицы Квайна:

𝐹 (𝑦2, . . . , 𝑦6) = (𝑦2∨𝑦3) ·(𝑦4∨𝑦5) ·(𝑦5∨

𝑦6) = (𝑦2∨𝑦3)·(𝑦5∨𝑦4𝑦6) = 𝑦2𝑦5∨𝑦3𝑦5∨

𝑦2𝑦4𝑦6 ∨ 𝑦3𝑦4𝑦6

тупиковые ДНФ:

A1 = 𝐾1 ∨𝐾2 ∨𝐾5 ∨𝐾7;

A2 = 𝐾1∨𝐾3∨𝐾5∨𝐾7 — кратчайшие

и минимальные;

A3 = 𝐾1 ∨𝐾2 ∨𝐾4 ∨𝐾5 ∨𝐾7;

A4 = 𝐾1 ∨𝐾3 ∨𝐾4 ∨𝐾6 ∨𝐾7.
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Ðåøåíèå çàäà÷ ñåìèíàðà ¹ 3 ïî êóðñó �Îñíîâû êèáåðíåòèêè�
äëÿ 3-ãî ïîòîêà 3-ãî êóðñà ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ.
Òåìà: �Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë�

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë [1: ñ. 146-148, 156-161], [2: ñ. 19].
Â êëàññå. Èç [2]: 3.1 (1), 3.3 (1, 4), 3.8 (1-3), 3.9 (1).
Íà äîì. Èç [2]: 3.1 (2), 3.3 (3, 6), 3.8 (5-9), 3.9 (2).

3.1 (1). Èñïîëüçóÿ òîëüêî òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè êîíúþíêöèè

tÀ& : x1 · (x2 · x3) = (x1 · x2) · x3,

âûâåñòè òîæäåñòâî (x1 · x2) · (x3 · x4) = ((x1 · x2) · x3) · x4.

Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó â òîæäåñòâî tÀ& , ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé çà-
ìåíó ïåðåìåííîé x1 íà ïîäôîðìóëó x1 · x2, ïåðåìåííîé x2 � íà ïîäôîðìóëó x3, à
ïåðåìåííîé x3 � íà ïîäôîðìóëó x4 (â äàëüíåéøåì âèä êîíêðåòíûõ ïîäñòàíîâîê óòî÷-
íÿòüñÿ íå áóäåò), îäíîêðàòíûì ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà îñíîâå òîæäåñòâà

tÀ& ïîëó÷èì òðåáóåìîå:

(x1 · x2) · (x3 · x4)
tÀ&7→ ((x1 · x2) · x3) · x4.

3.3 (1). Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí ïðåîáðàçîâàòü â ñî-
âåðøåííóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó îò ïåðåìåííûõ x, y, z èëè â ôîðìóëó
x&x̄ ôîðìóëó xȳ.

Ðåøåíèå. xȳ
tÏÊ1,&7→ xȳ · (z ∨ z̄)

tD&,∨7→ xȳz ∨ xȳz̄.

3.3 (4). Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí ïðåîáðàçîâàòü â ñî-
âåðøåííóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó îò ïåðåìåííûõ x, y, z èëè â ôîðìóëó
x&x̄ ôîðìóëó (xy ∨ ȳz ∨ x̄ ∨ z̄).

Ðåøåíèå. (xy ∨ ȳz ∨ x̄ ∨ z̄)
tA∨7→ (xy ∨ ȳz) ∨ (x̄ ∨ z̄)

tM∨7→ (xy ∨ ȳz)&(x̄ ∨ z̄)
tM∨
⇒

tM∨
⇒ ((xy)&(ȳz))&(¯̄x&¯̄z)

tM& ,tM¬
⇒ (x̄ ∨ ȳ)&(y ∨ z̄)&(xz)

tA&,tK&,tD&,∨

⇒ (x̄ ∨ ȳ)&(yxz ∨ z̄xz)
tA&,tD&,∨,t

K

&

⇒

tA&,tK&,tD&,∨

⇒ (x̄ ∨ ȳ)&(y(xz) ∨ z̄(xz))
tA&,tK&
⇒ (x̄ ∨ ȳ)&(xyz ∨ x(zz̄))

tÏÊ0,&7→ (x̄ ∨ ȳ)&(xyz ∨ zz̄)
tÏÊ0,∨7→

tÏÊ0,∨7→ (x̄ ∨ ȳ)&(xyz)
tK&,tD&,∨

⇒ x̄(xyz) ∨ ȳ(xyz)
tA&,tK&
⇒ (yz)(xx̄) ∨ (xz)(yȳ)

tÏÊ0,&

⇒ (xx̄) ∨ (yȳ)
tÏÊ0,∨7→ xx̄.

3.8 (1). Ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîé
ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí äëÿ ôîðìóë F1 è F2, ãäå

F1 = x ∨ yz ∨ ȳz̄,

F2 = (x ∨ y ∨ z) · (x ∨ y ∨ x ∨ z).
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Ðåøåíèå. Âûâåäåì ñíà÷àëà èç ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí âñïîìîãàòåëüíîå òîæ-
äåñòâî

t∗ : x1 ∨ x̄1x2 = x1 ∨ x2
(îíî ïîíàäîáèòñÿ íå òîëüêî â ýòîé çàäà÷å).

x1 ∨ x̄1x2
tÏÊ1,&7→ x1(x2 ∨ x̄2) ∨ x̄1x2

tD&,∨7→ (x1x2 ∨ x1x̄2) ∨ x̄1x2
tÎÏ∨7→

7→((x1x2 ∨ x1x2) ∨ x1x̄2) ∨ x̄1x2
tA∨ ,t

K
∨

⇒ (x1x2 ∨ x1x̄2) ∨ (x1x2 ∨ x̄1x2)
tK&,tD&,∨

⇒

⇒ x1(x2 ∨ x̄2) ∨ x2(x1 ∨ x̄1)
tÏÊ1,&

⇒ x1 ∨ x2,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåïåðü ïðåîáðàçóåì F2 ê F1.

F2 = (x ∨ y ∨ z) · (x ∨ y ∨ x ∨ z)
tM&7→ (x ∨ y ∨ z) ∨ (x ∨ y ∨ x ∨ z)

tM∨ ,tM¬
⇒

tM∨ ,tM¬
⇒ x̄ȳz̄ ∨ (x ∨ y)&(x ∨ z)

tK&,tD&,∨

⇒ x̄ȳz̄ ∨ (xx ∨ yx ∨ xz ∨ yz)
tÎÏ& ,tK&,tA&,tD&,∨,t

A
∨

⇒

⇒ x̄ȳz̄ ∨ ((x ∨ x(y ∨ z)) ∨ yz)
tÏ7→ x̄ȳz̄ ∨ (x ∨ yz)

tK∨ ,t
A
∨ ,t

A

&

⇒ (x ∨ x̄(ȳz̄)) ∨ yz t∗7→

7→ (x ∨ ȳz̄) ∨ yz
tK∨ ,t

A
∨

⇒ x ∨ yz ∨ ȳz̄ = F1.

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîñòðîåíî.

3.8 (2). Ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîé
ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí äëÿ ôîðìóë F1 è F2, ãäå

F1 = (xy ∨ z̄)(x̄ ∨ y) ∨ x̄ · (y ∨ z ∨ (x ∨ z̄)y),

F2 = (x̄ ∨ ȳ)(z ∨ x) ∨ (ȳ ∨ z)(x̄ ∨ z̄) ∨ xȳz̄ · (x̄ ∨ ȳ).

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì F1.

F1 = (xy ∨ z̄)(x̄ ∨ y) ∨ x̄ · (y ∨ z ∨ (x ∨ z̄)y)
tM& ,tK&,tA∨ ,t

K
∨

⇒

⇒ (xy ∨ z̄) ∨ (x̄ ∨ y) ∨ x̄ · ((y ∨ y(x ∨ z̄)) ∨ z)
tM∨ ,tÏ

⇒

⇒ ((xy)&¯̄z) ∨ (¯̄x&ȳ) ∨ x̄ · (y ∨ z)
tM& ,tM¬ ,tD&,∨

⇒ ((x̄ ∨ ȳ)&z) ∨ xȳ ∨ x̄y ∨ x̄z
tK&,tD&,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz) ∨ xȳ ∨ x̄y ∨ x̄z
tK∨ ,t

A
∨

⇒ (x̄z ∨ x̄z) ∨ ȳz ∨ xȳ ∨ x̄y tOΠ
∨7→ x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ ∨ x̄y.

Ïðåîáðàçóåì F2.

F2 = (x̄ ∨ ȳ)(z ∨ x) ∨ (ȳ ∨ z)(x̄ ∨ z̄) ∨ xȳz̄ · (x̄ ∨ ȳ)
tM∨ ,tK&,tD&,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ x̄x ∨ ȳx) ∨ (ȳ ∨ z)(x̄ ∨ z̄) · (xȳz̄) · (x̄ ∨ ȳ)
tA∨ ,t

K
∨ ,t

K

&,tM&
⇒

⇒ ((x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ xx̄) ∨ ((ȳ ∨ z) ∨ (x̄ ∨ z̄)) · (x̄ ∨ ¯̄y ∨ ¯̄z) · (x̄ ∨ ȳ)
tÏÊ0,∨,t

M
∨ ,tM¬

⇒

2



⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (¯̄yz̄ ∨ ¯̄x¯̄z) · (x̄ ∨ y ∨ z) · (x̄ ∨ ȳ)
tM¬ ,tA&,tA∨
⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄ ∨ xz) · ((x̄ ∨ (y ∨ z)) · (x̄ ∨ ȳ))
tD∨,&7→

7→ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄ ∨ xz) · (x̄ ∨ (y ∨ z) · ȳ)
tK& ,tD&,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄ ∨ xz) · (x̄ ∨ (yȳ ∨ ȳz))
tK∨ ,tΠK

0,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄ ∨ xz) · (x̄ ∨ ȳz)
tK& ,tD&,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (yz̄x̄ ∨ xzx̄ ∨ yz̄ȳz ∨ xzȳz)
tK&,tA&
⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (x̄yz̄ ∨ z(xx̄) ∨ (yȳ)(zz̄) ∨ xȳ(zz))
tΠK
0,&,tOΠ

&

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (x̄yz̄ ∨ (xx̄) ∨ (zz̄) ∨ xȳz)
tK∨ ,t

A
∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (((x̄yz̄ ∨ xȳz) ∨ (xx̄)) ∨ (zz̄))
tΠK
0,∨

⇒

⇒ (x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ) ∨ (x̄yz̄ ∨ xȳz)
tK∨ ,t

A
∨

⇒ (x̄z ∨ x̄yz̄) ∨ ȳz ∨ (xȳ ∨ (xȳ)z)
tD&,∨,t

Π,tK∨

⇒

⇒ x̄(z ∨ z̄y)∨ ȳz ∨ xȳ t∗7→ x̄(z ∨ y)∨ ȳz ∨ xȳ
tD&,∨7→ (x̄z ∨ x̄y)∨ ȳz ∨ xȳ

tK∨ ,t
A
∨

⇒ x̄z ∨ ȳz ∨ xȳ ∨ x̄y.

Òàêèì îáðàçîì, F1 è F2 ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåäåíû ê îäíîìó è
òîìó æå âèäó, ÷òî è äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ôîðìóë.

3.8 (3). Ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîé
ñèñòåìû òîæäåñòâ τ̃îñí äëÿ ôîðìóë F1 è F2, ãäå

F1 = (x ∨ ȳ) ∨ ((x ∨ ȳ ∨ z) · (x̄ ∨ y ∨ z̄)), F2 = (ȳ ∨ x ∨ z) ∨ x̄y.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì F1.

F1 = (x ∨ ȳ) ∨ ((x ∨ ȳ ∨ z) · (x̄ ∨ y ∨ z̄))
tM∨
⇒ (x ∨ ȳ) · ((x ∨ ȳ ∨ z) · (x̄ ∨ y ∨ z̄))

tM∨ ,tM& ,tM¬
⇒

⇒ (x̄y) · ((x ∨ ȳ ∨ z) ∨ (x̄ ∨ y ∨ z̄))
tM∨ ,tM¬
⇒ (x̄y) · (x̄yz̄ ∨ (x̄ ∨ y ∨ z̄))

tK∨ ,t
A
∨ ,t

A

&

⇒

⇒ (x̄y) · ((x̄ ∨ x̄(yz̄)) ∨ y ∨ z̄)
tÏ7→ (x̄y) · (x̄ ∨ y ∨ z̄)

tD&,∨

⇒ (x̄y)x̄ ∨ (x̄y)y ∨ (x̄y)z̄
tK&,tA&
⇒

⇒ (x̄x̄)y ∨ x̄(yy) ∨ x̄yz̄
tÎÏ&

⇒ ((x̄y) ∨ (x̄y)) ∨ x̄yz̄ tÎÏ∨7→ x̄y ∨ (x̄y)z̄
tÏ7→ x̄y.

Ïðåîáðàçóåì F2.

F2 = (ȳ ∨ x ∨ z) ∨ x̄y
tM∨ ,tM¬
⇒ yx̄z̄ ∨ x̄y

tK∨ ,t
K

&,tA&
⇒ (x̄y) ∨ (x̄y)z̄

tÏ7→ x̄y.

Òàêèì îáðàçîì, F1 è F2 ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåäåíû ê îäíîìó è
òîìó æå âèäó, ÷òî è äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ôîðìóë.
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3.9 (1). Ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ïîëíóþ ñèñòåìó òîæäåñòâ äëÿ êëàññà ôîðìóë
íàä áàçèñîì B, åñëè B = {xy, x⊕ y, 1}.

Ðåøåíèå. Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 5.2 (òåîðåìîé
ïåðåõîäà), èçëîæåííîé íà ñòðàíèöàõ 47�48 ÷àñòè 2 ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ïî êóðñó
¾Îñíîâû êèáêðíåòèêè¿. Îäíàêî, ìû ïðåäëîæèì áîëåå êîðîòêîå, õîòÿ è áîëåå ñïåöè-
àëüíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è. Ìîíîòîííîé êîíúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà, èìåþ-
ùàÿ ëèáî âèä êîíñòàíòû 1, ëèáî âèä ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.
Ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà íàä áàçèñîì B, èìåþùàÿ ëèáî âèä 1⊕1,
ëèáî âèä ñóììû ïî ìîäóëþ 2 ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ìîíîòîííûõ êîíúþíêöèé. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ó êàæäîé áóëåâîé ôóíêöèè èìååòñÿ, è ïðèòîì ðîâíî îäèí (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ è ìíîæèòåëåé â ñëàãàåìûõ) ðåàëèçóþùèé åå ïîëèíîìÆåãàëêèíà.
Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ïîëèíîìû Æåãàëêèíà êàíîíè÷åñêèì âèäîì â ýêâèâàëåíòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ ôîðìóë íàä áàçèñîì B, è ñòðîèòü ïîëíóþ ñèñòåìó òîæäåñòâ, èñõîäÿ
èç âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òîæäåñòâ íà òîì èëè èíîì ýòàïå ïðèâåäåíèÿ ôîðìóë
ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Îïèøåì ýòè ýòàïû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû íàä áàçèñîì
B.

Ýòàï 1. Ðàñêðûòèå ñêîáîê (ïðèâåäåíèå ôîðìóëû ê âèäó ñóììû ïî ìîäóëþ 2
êîíúþíêöèé ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò 1). Íà ýòîì ýòàïå ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå òîæäåñòâà:

tD&,⊕ : x1 · (x2 ⊕ x3) = x1x2 ⊕ x1x3, tK& : x1x2 = x2x1

(âòîðîå òîæäåñòâî íóæíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè, ñâÿçàííîé ñ óìíîæåíèåì
ñïðàâà ñóììû íà ïåðåìåííóþ; â äàëüíåéøåì, åñëè òîæäåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ñèñòåìå
τ̃îñí, òî ìû áóäåì óïîìèíàòü ëèøü åãî íàçâàíèå).

Ýòàï 2. Ïðèâåäåíèå ñëàãàåìûõ ê âèäó ìîíîòîííûõ êîíúþíêöèé. Íà ýòîì ýòàïå
ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå òîæäåñòâà:

tK&, t
A

&, t
ÎÏ

& , t̂ÏÊ1,& : x1 · 1 = x1.

Ýòàï 3. Ïðèâåäåíèå ñóììû ñëàãàåìûõ ê âèäó ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Íà ýòîì
ýòàïå ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå òîæäåñòâà:

tK⊕ : x1 ⊕ x2 = x2 ⊕ x1, tA⊕ : x1 ⊕ (x2 ⊕ x3) = (x1 ⊕ x2)⊕ x3,

tÎÏ⊕ : x1 ⊕ x1 = 1⊕ 1, tÏÊ0,⊕ : x1 ⊕ (1⊕ 1) = x1.

Èç ïðèâåäåííûõ ïîñòðîåíèé ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà òîæäåñòâ
τB = {tD&,⊕, t

K

&, t
A

&, t
ÎÏ

& , t̂ÏÊ1,&, t
K

⊕, t
A

⊕, t
ÎÏ

⊕ , tÏÊ0,⊕} è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé êîíå÷íîé ïîëíîé
ñèñòåìîé òîæäåñòâ äëÿ ôîðìóë íàä áàçèñîì B.

Ëèòåðàòóðà

1. Ëîæêèí Ñ.À. Ëåêöèè ïî îñíîâàì êèáåðíåòèêè. � Ì.: ÌÃÓ, 2004. (Ýëåêòðîííûå
âåðñèè ëåêöèé ïîñëåäíèõ ëåò ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó:
http://mk.cs.msu.ru/index.php/Îñíîâû_êèáåðíåòèêè_(3-é_ïîòîê))

2. Àëåêñååâ Â.Á., Âîðîíåíêî À.À., Ëîæêèí Ñ.À., Ðîìàíîâ Ä.Ñ., Ñàïîæåíêî À.À.,
Ñåëåçíåâà Ñ.Í. Çàäà÷è ïî êóðñó ¾Îñíîâû êèáåðíåòèêè¿. � Ì.: ÌÃÓ, 2011.
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Задача на эквивалентные преобразования КС

Коноводов В.А.
Схемы называются эквивалентными (Σ1 ∼ Σ2), если реализуют одну и ту же функцию (или одни и те
же функции между всеми парами полюсов).

Основные тождества.

t1 : • ∼ ∅

t2 : 1 • 2 ∼ 1 • 2

t3 : 1 • 2 ∼ 1 2

t4 : 1 2 ∼ 1 2

•

•

t5 :

1 2

3

∼
1 2

3

t
(m)
6 :

1

•
•

. . .
•

∼ 1

x1 x2 x2 x1

x1 x1

x2
x2

x2

x1

x1

x1

x1

x1

x1

x1 x2

xm

Если задано некоторое тождество, то это означает, что вместе с ним заданы тождества, полученные
из него:

(1) одинаковой перенумерацией полюсов в обеих частях с возможным отождествлением, например,
в тождестве t5 можно отождествить полюса 2 и 3:

1 2

x1

x1

∼ 1 2

x1

x1

(2) переименованием переменных (в обеих частях тождества одинаковые переменные меняются на
одинаковые), например, в тождестве t4 можно x2 заменить на x1:

1 2
x1 ∼ 1

•

•
2

x1

x1

x̄1

x1

(3) заменой в обеих частях некоторых переменных на их отрицания, например, в тождестве t4
можно заменить x2 на x̄2:

1 2
x̄2 ∼ 1

•

•
2

x̄2

x̄2

x̄1

x1

Какие подсхемы можно выделять? Подсхема – это подграф, если говорить грубо. Но важно выде-
лять правильно полюса подсхемы. Если в схеме вершина была полюсом, то она и останется полюсом
в подсхеме. Если есть ребро из некоторой вершины подсхемы, идущее вовне этой подсхемы, то есть
не принадлежащее ей, то вершина должна быть объявлена полюсом. Кроме того, любую вершину
подсхемы можно объявить полюсом.

Почему важно смотреть на полюса? В схеме 1 2•x
x̄

y
нельзя выделить подсхему

1 2•x
x̄

y

• и применить тождество t3, так как внутренняя вершина должна быть полюсом (из

нее идет ребро, которое не принадлежит подсхеме) 1 2
x

x̄

y
, а в тождестве t3 внутренняя

вершина – не полюс.
Эквивалентное преобразование состоит в применении тождеств — выделении подсхемы, соответ-

ствующей одной части тождества и замены ее на вторую часть. При этом внесенные пометки полюсов
снимаются.

Бесконечная система тождеств {t1, . . . , t5, t(1)
6 , t

(2)
6 , . . . , t

(m)
6 , . . .} является полной. Это означает, что

для любых двух эквивалентных схем существует преобразование на основе этой системы тождеств,
переводящее одну из них в другую. При этом конечной полной системы тождеств не существует.
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Примеры решения задач. Во всех задачах требуется построить эквивалентное преобразование на
основе системы основных тождеств, переводящее одну из схем в другую.

1). 1 • 2
x y ∼ 1

•

•
2

x

x

y

y

Решение:

1 2

x

x

y

y

t57→ 1 2

x

x

y

y t57→ 1
•

2

x y

x y t
(2)
67→ 1 • 2

x y

2). 1

3

2
•x
y

ȳ

∼ 1

3

2•

•

x

x

y

ȳ

Решение:

1

3

2
x

y

ȳ

t47→ 1

3

2

•

x

x

y

ȳ

y

ȳ

t57→ 1

3

2•x

x

y

ȳ

y

ȳ

t57→

t57→ 1

3

2
•

x

x

y

ȳ

y

ȳ

• t37→ 1

3

2•

•

x

x

y

ȳ

3).

1 2

3

y

x̄

x

y
∼

1 2

3

y

x̄ x

Решение:

1 2

3

y

x̄

x

y
t47→

1

•

2

3

y

x̄

x

x

y

x̄

y

t57→

1

•

•

2

3

y

x̄

x

yx

x̄

y
t
(2)
67→

1 2

3

y

x̄

x

x̄

y

t5

t5

1

•

2

3

y

x̄ x

yx̄

t
(2)
67→

1 2

3

y

x̄ x

Эквивалентности, вывод которых желательно помнить.

1). a b
•

x

x̄ y

∼ a b
x

y

Вывод:

a b
•

x

x̄ y

t
(2)
67→ a b

•

x

x̄ y

x y

t57→ a b
•

•

x

x̄ y

yx

t47→ a b
x

y

2). a b
•

x

x y

∼ a b
x

Вывод:

a b
x

x y

t57→ a b
•

x

y

x t
(2)
67→ a b

x



3). 1 • 2
x

y

z

∼ 1

•

•
2

x

x

y

z

Вывод:

1 2
x

y

z

t4 1

•

•

•

2
x

x

x̄

x̄

x

y

y

z

z

t57→ 1

•

•

•
2x

x
x̄

x̄

x

y

y

z

z

t57→

t57→ 1

•

•

2x

x
x̄

x̄
x

y

y

z

z

t57→ 1 •

•

•

•

2x

x
x̄

x̄

x

y

y

z

z

t37→ 1

•

•

•

•

2

x

x̄

x

y

y

z

z

t
(3)
67→

t
(3)
67→ 1

•

•
2

x

x

y

z

При решении сложных задач на первом этапе можно пользоваться этими эквивалентностями для
нахождения нужного преобразования. Затем каждое из них расширить, подставив вывод, либо вывести
их отдельно.

*Нахождение необходимых тождеств. Справедлив следующий факт – для любых двух эквива-
лентных контактных схем, реализующих функции от n переменных, существует эквивалентное преоб-
разование на основе только тождеств t1, . . . , t5, t

(1)
6 , . . . , t

(n)
6 .

Цикломатическим числом графа G = (V (G), E(G)) называется величина

θ(G) = |E(G)| − |V (G)|+ |c(G)|,

то |c(G)| – число компонент связности этого графа. Быстро считать цикломатическое число в простей-
ших случаях помогают свойства:

(1) Цикломатическое число графа без циклов равно 0.
(2) Цикломатическое число графа с одним простым циклом равно 1.
Пусть Σ — КС, для каждого набора α значений переменных, управляющих ее контактами, определим

граф Σ|α — граф, полученный из графа Σ удалением тех ребер, которые не проводят на наборе α.
Например для набора (011) значений переменных (xyz) :

Σ : 1 • 2
x

y

z

Σ|(011) : 1 • 2

Цикломатическое число схемы Σ

θ(Σ) =
∑
α∈Bn

θ(Σ|α).

Цикломатическое число схемы обладает следующими свойствами:
(1) После эквивалентного преобразования на основе тождеств t1 – t5 цикломатическое число любой

КС не изменяется.
(2) Если Σ1 и Σ2 — две КС, реализующие функции от n переменных, таковы, что Σ2 получается

из Σ1 эквивалентным преобразованием на основе только тождеств t1, . . . , t5, t
(1)
6 , . . . , t

(k)
6 , k < n,

то величина |θ(Σ1)− θ(Σ2)| делится на 2n−k.

С помощью этих свойств решается следующая задача.
Пример. Даны две эквивалентные КС:

Σ1 : 1

•

•
2

x1

x̄1

x2

x3

x2 Σ2 : 1 2
•x̄1 x3

x2



Указать минимальное такое i, при котором эквивалентное преобразование Σ1 Σ2 возможно с ис-
пользованием тождеств t1, . . . , t5, t

(1)
6 , . . . , t

(i)
6 .

Так как реализуемые функции зависят от n = 3 переменных, то с помощью тождеств
t1, . . . , t5, t

(1)
6 , t

(2)
6 , t

(3)
6 заведомо можно произвести такое эквивалентное преобразование.

Для решения задачи найдем цикломатические числа схем.
Схема Σ1. Если x1 = 1, то контакт x̄1 не проводит, а потому единственный цикл возможен только

на одном наборе (111), когда проводят контакты x2 и x3, на остальных наборахα с x1 = 1 граф Σ1|α
не содержит циклов, и потому его цикломатическое число 0. Аналогично при x1 = 0 только в случае
набора (011) граф содержит цикл. Получаем, что

θ(Σ1) = θ(Σ1|(111)) + θ(Σ1|(011)) = 1 + 1 = 2.

Схема Σ2. При всех наборах α, кроме (011), соответствующий граф Σ2|α не содержит циклов, а граф
Σ2|α состоит из единственного цикла, потому

θ(Σ2) = θ(Σ2|(011)) = 1.

|θ(Σ1)−θ(Σ2)| = 1. Если бы эквивалентное преобразование Σ1 Σ2 было возможно с использованием
только тождеств t1, . . . , t5, t

(1)
6 , то указанная величина, равная 1, делилась бы на 2n−1 = 4, что неверно.

Аналогично, если бы это преобразование было возможно с использованием только тождеств
t1, . . . , t5, t

(1)
6 , t

(2)
6 , то эта единица делилась бы на 2n−2 = 2, что тоже неверно.

Как уже было сказано, указанное преобразование можно произвести с использованием
t1, . . . , t5, t

(1)
6 , t

(2)
6 , t

(3)
6 , потому ответ на задачу i = 3.







Ðåøåíèå çàäà÷ ñåìèíàðà � 5 ïî êóðñó �Îñíîâû êèáåðíåòèêè�
äëÿ ãðóïï 3-ãî ïîòîêà 3-ãî êóðñà ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ.

Òåìà: �Ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé è ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì íà îñíîâå
ÄÍÔ�

Íà ýòîì çàíÿòèè ðå÷ü ïîéäåò î ïîñòðîåíèè ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
(ÑÔÝ) è êîíòàêòíûõ ñõåì (ÊÑ), ðåàëèçóþùèõ áóëåâû ôóíêöèè.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîæíîñòüþ ÑÔÝ S ′ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî L(S ′) ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ â íåé, à ñëîæíîñòüþ ÊÑ S ′′ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî L(S ′′) êîíòàêòîâ â íåé.

Ïîä ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé F â êëàññå ÑÔÝ íàä
áàçèñîì B ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà

LC
B(F ) = min

ÑÔÝ S íàä B, ðåàëèç. F
L(S).

Åñëè B = {xy, x ∨ y, x̄}, òî íèæíèé èíäåêñ â LC
B(F ) íå ïèøåòñÿ.

Àíàëîãè÷íî, ïîä ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé F â êëàññå
ÊÑ ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà

LKC(F ) = min
ÊÑ S, ðåàëèç. F

L(S).

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ñõåì, èçó÷àåìûõ íà ýòîì çàíÿòèè, ëåæàò ôîðìóëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé â âèäå ÄÍÔ èëè ÊÍÔ, êîòîðûå, âîçìîæíî, ïîäâåðãëèñü äàëü-
íåéøèì ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ñõåì ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 16.1 Åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ (ÁÔ) f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò âñåõ ñâîèõ ÁÏ, òî

LC(f) ≥ n− 1, LK(f) ≥ n.

Åñëè ïðè ýòîì ÁÔ f íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ÁÔ (êàæäàÿ ÁÏ xi, i ∈ {1, . . . , k}, íå
ÿâëÿåòñÿ íè ìîíîòîííîé, íè èíìîíîòîííîé ÁÏ ÁÔ f), òî

LC(f) ≥ n (ñîîòâåòñòâåííî LK(f) ≥ n+ k).

Óòâåðæäåíèå 16.2 Äëÿ ñèñòåìû F = (f1, . . . , fm), ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÁÔ, îòëè÷íûõ îò êîíñòàíò (îò ïåðåìåííûõ), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

LK(F ) ≥ m (ñîîòâåòñòâåííî LC
B(F ) ≥ m).

Óòâåðæäåíèå 16.3 Åñëè äëÿ ñóùåñòâåííîé ÁÏ xn ÁÔ f , f ∈ P2(n), è äëÿ
ëþáîãî (íåêîòîðîãî) σ, σ ∈ B, ÁÔ f |xn=σ = f(x1, . . . , xn−1, σ) 6≡ 0, 1, òî

LÑ&,∨(f) ≥ min{LÑ&,∨(f |xn=0), L
Ñ

&,∨(f |xn=1)}+ 2(
ñîîòâåòñòâåííî LÑ&,∨(f) ≥ LÑ&,∨(f |xn=σ) + 1

)
.
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Óòâåðæäåíèå 16.4 Åñëè ñèñòåìà ÁÔ F = (f1, . . . , fm) ñîñòîèò èç ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÁÔ îò ÁÏ X(n), îòëè÷íûõ îò 0 è 1, òî

LK(F ) > 21−n
m∑
j=1

|Nfj |.

Ïðîíóìåðîâàííûå çàäà÷è âçÿòû (â ðÿäå ñëó÷àåâ � ñ íåçíà÷èòåëüíûìè ìîäè-
ôèêàöèÿìè) èç ãëàâû X çàäà÷íèêà [1].

1.1(2). Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè x ∼ y ïîñòðîèòü ñõåìó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ (ÑÔÝ) ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄} è êîíòàêòíóþ ñõåìó (ÊÑ)
ñëîæíîñòè 4. Äîêàçàòü ìèíèìàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ ñõåì.

Ðèñ. 1.

Ðåøåíèå. 1) ÑÔÝ ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x∨y, x̄}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ x ∼ y, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1 è ìîäåëèðóåò ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

x ∼ y = x̄ȳ ∨ xy = (x ∨ y) ∨ xy

(íåêîòîðàÿ ýêîíîìèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà äå Ìîðãàíà).
Äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû, ò. å. äîêàæåì, ÷òî LC(x ∼ y) ≥ 4.
I ñïîñîá. Î÷åâèäíî, â ëþáîé ìèíèìàëüíîé ÑÔÝ S â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄},

ðåàëèçóþùåé x ∼ y, íàéäåòñÿ äâóõâõîäîâûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò E, ê êîòîðî-
ìó îò êàæäîãî âõîäà ñõåìû âåäåò ëèáî äóãà, ëèáî îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äëèíû 2,
ïðîìåæóòî÷íàÿ âåðøèíà êîòîðîãî åñòü èíâåðòîð.

Ïîêàæåì, ÷òî â S íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 3 ðàçëè÷íûõ äâóõâõîäîâûõ ýëå-
ìåíòà.

Çàìåòèì: â S íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò E äâóõâõîäîâûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò
E ′, ê êîòîðîìó îò âõîäà y ñõåìû âåäåò ëèáî äóãà, ëèáî îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äëè-
íû 2, ïðîìåæóòî÷íàÿ âåðøèíà êîòîðîãî åñòü èíâåðòîð (èíà÷å ìîæíî òàê ïîäîáðàòü
çíà÷åíèå x, ÷òîáû çíà÷åíèå íà âûõîäå ýëåìåíòà E, è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå íà âû-
õîäå âñåé ñõåìû íå çàâèñåëî îò çíà÷åíèÿ y, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû òîìó, ÷òî ñõåìà
ðåàëèçóåò ôóíêöèþ x ∼ y).

Àíàëîãè÷íî (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ÁÔ x ∼ y), â S íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò E
äâóõâõîäîâûé ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò E ′′ (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèé ñ E ′), ê êîòî-
ðîìó îò âõîäà x ñõåìû âåäåò ëèáî äóãà, ëèáî îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äëèíû 2, ïðîìå-
æóòî÷íàÿ âåðøèíà êîòîðîãî åñòü èíâåðòîð.
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Òàêèì îáðàçîì, â ïîñòðîåííîé ÷àñòè ñõåìû S èëè óæ�å èìååòñÿ 3 äâóõâõîäîâûõ
ýëåìåíòà (E, E ′, E ′′), èëè èìååòñÿ 2 äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòà (E, E ′), êî âñåì âõîäàì
êîòîðûõ âåäóò äóãè â ýòîé ÷àñòè ñõåìû. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàäëåæèò äîáàâèòü åùå
õîòÿ áû îäèí äâóõâõîäîâûé ýëåìåíò, ÷òîáû â ñõåìå èìåëñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü îò
êàæäîãî ýëåìåíòà E, E ′ ê âûõîäó ñõåìû.

Çíà÷èò, â S íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 3 ðàçëè÷íûõ äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòà.
Âñïîìèíàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ x ∼ y íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, çàêëþ÷àåì: êðîìå

òðåõ äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, â S äîëæåí áûòü è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èíâåðòîð.
Ñëåäîâàòåëüíî, LC(x ∼ y) ≥ 4, ÷. ò. ä.

II ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè:

LC(x⊕ y) = LC(x ∼ y), (1)

èáî x⊕y = (x ∼ y)∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LC(x ∼ y) ≤ 3, è ïóñòü S � ìèíèìàëüíàÿ ñõå-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ îäíó èç ôóíêöèé x⊕ y, x ∼ y. Çàìåòèì: âûõîäíîé ýëåìåíò ñõåìû S
â ñèëó åå ìèíèìàëüíîñòè íå ìîæåò áûòü èíâåðòîðîì, òàê êàê èíà÷å íà âûõîäå ýëåìåí-
òà, âûõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ íà âõîä ýòîãî èíâåðòîðà, ðåàëèçóåòñÿ äðóãàÿ èç ôóíêöèé
x ⊕ y, x ∼ y (ïîñêîëüêó x ⊕ y = (x ∼ y)), � ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì (1). Çíà÷èò,
âûõîäíîé ýëåìåíò E ñõåìû S � äâóõâõîäîâûé. Ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè
ìîæíî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî E � êîíúþíêòîð. Íåâîçìîæíî, ÷òîáû
íà êàêîé-òî âõîä E ïîäàâàëàñü áû äóãà, âåäóùàÿ îò âõîäà ñõåìû: äîïóñòèì, êî âõîäó
E âåäåò äóãà îò âõîäà x, òîãäà, ïîëàãàÿ x = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ
y, íà âûõîäå S âîçíèêàåò 0, íî òîãäà S íå ìîæåò ðåàëèçîâàòü íè x ⊕ y, íè x ∼ y.
Òàêæå íåâîçìîæåí (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè S) ñëó÷àé ïîäà÷è íà âõîäû E äóã, âåäó-
ùèõ îò îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà. Çíà÷èò, êî âõîäàì E âåäóò äóãè îò ðàçíûõ
ýëåìåíòîâ E ′, E ′′. Íî òîãäà â S óæå èìååòñÿ 3 ýëåìåíòà. Çàìåòèì: îáå ôóíêöèè x⊕ y,
x ∼ y � íåìîíîòîííûå. Ïîýòîìó õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ E ′, E ′′ � èíâåðòîð, è ê
åãî âõîäó âåäåò äóãà îò âõîäà ñõåìû, � äîïóñòèì, îò âõîäà x. Òîãäà, ïîëàãàÿ x = 1,
óâèäèì: íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ y, íà âûõîäå S âîçíèêàåò 0, íî â ýòîì ñëó÷àå S íå
ìîæåò ðåàëèçîâàòü íè x⊕ y, íè x ∼ y. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, LC(x ∼ y) ≥ 4, ÷. ò. ä.

2) ÊÑ ñëîæíîñòè 4, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ x ∼ y, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2 è ìîäå-
ëèðóåò ôîðìóëó x̄ȳ ∨ xy.

Ðèñ. 2.

Ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ (ñì. óòâ. 16.1): åñëè ó áóëåâîé ôóíêöèè f èìååòñÿ n ñóùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ, è ñðåäè íèõ åñòü k ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ
íåìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà (ò. å. íå àíòèìîíîòîííà), òî LKC(f) ≥ n+ k.

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè x ∼ y èìååòñÿ 2 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç
êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ íåìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà, çíà÷èò, LKC(x ∼ y) ≥ 2 + 2 = 4,
÷. ò. ä.

1.1(3). Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè m(x1, x2, x3) = x1x2∨x1x3∨x2x3 ïîñòðîèòü ÑÔÝ
ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄} è ÊÑ ñëîæíîñòè 5. Äîêàçàòü ìèíèìàëüíîñòü
ïîñòðîåííûõ ñõåì.
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Ðåøåíèå. 1) ÑÔÝ ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x∨y, x̄}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ m(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

m(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 = x1(x2 ∨ x3) ∨ x2x3
(íåêîòîðàÿ ýêîíîìèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè).

Äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû, ò. å. äîêàæåì, ÷òî LC(m) ≥ 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LC(m) ≤ 3, è ïóñòü S � ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ

ôóíêöèþ m.
Ïóñòü E � áëèæàéøèé ê âûõîäó ñõåìû äâóõâõîäîâûé ýëåìåíò ñõåìû S (ò. å.

ëèáî E � âûõîäíîé ýëåìåíò, ëèáî îò E ê âûõîäó ñõåìû âåäåò öåïî÷êà èíâåðòîðîâ).
Ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, à òàêæå ñàìîäâîéñòâåííîñòè ôóíêöèè m ìîæíî,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî E � êîíúþíêòîð.

Íåâîçìîæíî, ÷òîáû íà êàêîé-òî âõîä E ïîäàâàëàñü áû äóãà, âåäóùàÿ îò âõîäà
ñõåìû: äîïóñòèì, êî âõîäó E âåäåò äóãà îò âõîäà xi, òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 0, ïîëó÷àåì,
÷òî, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé äâóõ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, íà âûõîäå S âîçíèêàåò îäíî è
òî æå çíà÷åíèå, íî òîãäà S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü m(x1, x2, x3).

Òàêæå íåâîçìîæåí (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè S) ñëó÷àé ïîäà÷è íà âõîäû E äóã,
âåäóùèõ îò îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

Çíà÷èò, êî âõîäàì E âåäóò äóãè îò ðàçíûõ ýëåìåíòîâ E ′, E ′′. Íî òîãäà â S
óæå èìååòñÿ 3 ýëåìåíòà E, E ′, E ′′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äðóãèõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå íåò, à
ýëåìåíò E � âûõîäíîé ýëåìåíò ñõåìû.

Íè îäèí èç ýëåìåíòîâ E ′, E ′′ íå ìîæåò áûòü èíâåðòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, E ′ � èíâåðòîð, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xi.
Òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 1, çàìåòèì: çíà÷åíèå íà âûõîäå ñõåìû S ðàâíî 0 íåçàâèñèìî îò
çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íî òàêàÿ ñõåìà S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü ôóíê-
öèþ m.

Íè îäèí èç ýëåìåíòîâ E ′, E ′′ íå ìîæåò áûòü êîíúþíêòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, E ′ � êîíúþíêòîð, íà îäèí èç âõîäîâ êîòîðîãî ïî-
äàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xi. Òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 0, çàìåòèì: çíà÷åíèå íà âûõîäå ñõåìû S
ðàâíî 0 íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íî òàêàÿ ñõåìà S íå ìîæåò
ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m.

Çíà÷èò, îáà ýëåìåíòà E ′, E ′′ � äèçúþíêòîðû. Ó ýòèõ ýëåìåíòîâ â ñîâîêóïíîñòè
èìååòñÿ 4 âõîäà, à áóëåâà ôóíêöèÿ m çàâèñèò îò 3 ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà ïåðåìåííàÿ, � ñêàæåì, xi, � ïîäàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 èç 4
âõîäîâ ýëåìåíòîâ E ′, E ′′. Åñëè ñðåäè òàêèõ âõîäîâ èìåþòñÿ äâà âõîäà îäíîãî ýëåìåí-
òà, òî ýòîò ýëåìåíò âûïîëíÿåò ðîëü òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè, è åãî ìîæíî áûëî áû
óäàëèòü èç ñõåìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ñõåìû S. Åñëè æå èìååò ìåñòî
èíàÿ ñèòóàöèÿ, òî, ïîëàãàÿ xi = 1, ïîëó÷èì íà âûõîäå ñõåìû çíà÷åíèå 1 íåçàâèñèìî îò
çíà÷åíèé äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Íî â ýòîì ñëó÷àå S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ
m. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, LC(m) ≥ 4, ÷. ò. ä.

2) ÊÑ ñëîæíîñòè 5, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ m, ìîäåëèðóåò ôîðìóëó
x1(x2 ∨ x3) ∨ x2x3.

Óñòàíîâèì ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LKC(m) ≤ 4, è ïóñòü
S � ìèíèìàëüíàÿ äâóõïîëþñíàÿ ÊÑ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ m.

Îêàçûâàåòñÿ, íèêàêîé êîíòàêò â S íå ìîæåò ñîåäèíÿòü äâà ïîëþñà ñõåìû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè áû òàêîé êîíòàêò xσi (i ∈ {1, 2, 3}, σ ∈ {0, 1}) íàøåëñÿ áû, òî ñõåìà
ïðîâîäèëà áû âñÿêèé ðàç, êîãäà xi = σ, íî â ýòîì ñëó÷àå îíà íå ìîãëà áû ðåàëèçîâû-
âàòü ôóíêöèþ m.

Àíàëîãè÷íî, â S íåò ïîëþñà, êîòîðîìó áûë áû èíöèäåíòåí ðîâíî îäèí êîíòàêò.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû òàêîé ïîëþñ ñóùåñòâîâàë è åìó áûë áû èíöèäåíòåí êîíòàêò
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xσi (i ∈ {1, 2, 3}, σ ∈ {0, 1}), òî ñõåìà íå ïðîâîäèëà áû âñÿêèé ðàç, êîãäà xi = σ̄, íî â
ýòîì ñëó÷àå îíà íå ìîãëà áû ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ L(S) ≤ 4, ñõåìà S ìîäåëèðóåò ëè-
áî ôîðìóëó xσ1i1 x

σ2
i2
∨ xσ3i3 x

σ4
i4

(ðèñ. 3), ëèáî ôîðìóëó (xσ1i1 ∨ x
σ2
i2

)(xσ3i3 ∨ x
σ4
i4

) (ðèñ. 4),
ij ∈ {1, 2, 3}, σj ∈ {0, 1}, j = 1, 3.

Ðèñ. 3. Ðèñ. 4.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ìîäåëèðîâàíèÿ ñõåìîé S ôîðìóëû xσ1i1 x
σ2
i2
∨xσ3i3 x

σ4
i4
.

Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ýòîé ñõåìû i1 6= i2, i3 6= i4.
Åñëè áû ñóùåñòâîâàëî ÷èñëî j, j ∈ {1, 2, 3}, òàêîå, ÷òî σj = 0, òî ñõåìà S íå

ìîãëà áû ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, j = 1 è σ1 = 0.
Òîãäà ñõåìà ïðîâîäèò âñÿêèé ðàç, êîãäà xi1 = 0 è xi2 = σ2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà S ìîäåëèðóåò ôîðìóëó xi1xi2 ∨ xi3xi4 . Ïîñêîëüêó
m(x1, x2, x3) ñóùåñòâåííî çàâèñèò ðîâíî îò 3 ïåðåìåííûõ, èìååì: íàéäóòñÿ íåðàâíûå
äðóã äðóãó k, l (ëåæàùèå â ìíîæåñòâå {1, 2, 3}) òàêèå, ÷òî ik = il. Íî òîãäà ïðè xik = 0
ñõåìà S íå ïðîâîäèò, è, çíà÷èò, íå ðåàëèçóåò ôóíêöèþ m.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ìîäåëèðîâàíèÿ ñõåìîé S ôîðìóëû (xσ1i1 ∨ x
σ2
i2

)(xσ3i3 ∨ x
σ4
i4

).
Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ýòîé ñõåìû i1 6= i2, i3 6= i4.

Åñëè áû ñóùåñòâîâàëî ÷èñëî j, j ∈ {1, 2, 3}, òàêîå, ÷òî σj = 0, òî ñõåìà S íå
ìîãëà áû ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, j = 1 è σ1 = 0.
Òîãäà ñõåìà íå ïðîâîäèò âñÿêèé ðàç, êîãäà xi1 = 1 è xi2 = σ̄2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà S ìîäåëèðóåò ôîðìóëó (xi1 ∨ xi2)(xi3 ∨ xi4). Ïîñêîëüêó
m(x1, x2, x3) ñóùåñòâåííî çàâèñèò ðîâíî îò 3 ïåðåìåííûõ, èìååì: íàéäóòñÿ íåðàâíûå
äðóã äðóãó k, l (ëåæàùèå â ìíîæåñòâå {1, 2, 3}) òàêèå, ÷òî ik = il. Íî òîãäà ïðè xik = 1
ñõåìà S ïðîâîäèò, è, çíà÷èò, íå ðåàëèçóåò ôóíêöèþ m.

Èòàê: ñõåìà S ñëîæíîñòè íå áîëåå 4 íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ m,
ïîýòîìó LKC(m) ≥ 4, ÷. ò. ä.

1.1(4). Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, x3) = (01111110) ïîñòðîèòü ÑÔÝ ñëîæ-
íîñòè 6 â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄} è ÊÑ ñëîæíîñòè 6. Äîêàçàòü ìèíèìàëüíîñòü ïî-
ñòðîåííîé ÊÑ.

Ðåøåíèå. 1) ÑÔÝ ñëîæíîñòè 6 â áàçèñå B = {xy, x∨y, x̄}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ f(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

f(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3) = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1x2x3)

(íåêîòîðàÿ ýêîíîìèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà äå Ìîðãàíà).

2) ÊÑ ñëîæíîñòè 6, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò ôîðìóëó
(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3).

Ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè óæ�å óïîìèíàâ-
øåãîñÿ óòâåðæäåíèÿ (ñì. óòâ. 16.1): åñëè ó áóëåâîé ôóíêöèè f èìååòñÿ n ñóùåñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ, è ñðåäè íèõ åñòü k ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç êîòîðûõ ýòà ôóíê-
öèÿ íåìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà (ò. å. íå àíòèìîíîòîííà), òî LKC(f) ≥ n+ k.

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè f èìååòñÿ 3 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç
êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ôóíê-
öèè f ýòîò ôàêò äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äëÿ ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(0, 0, 0) = 0 è
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f(1, 0, 0) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(1, 1, 1) = 0 è
f(0, 1, 1) = 1, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Çíà÷èò, L

KC(f) ≥ 3 + 3 = 6,
÷. ò. ä.

Çàäà÷à. Äëÿ ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèè ïîðÿäêà 1 µ1(x1, y0, y1) = x̄1y0 ∨ x1y1
ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ÑÔÝ â áàçèñå B = {xy, x ∨ y, x̄} è ìèíèìàëüíóþ ÊÑ. Îáîñ-
íîâàòü ìèíèìàëüíîñòü ïîñòðîåííûõ ñõåì.

Ðåøåíèå. 1) ÑÔÝ ñëîæíîñòè 4 â áàçèñå B = {xy, x∨y, x̄}, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ µ1(x1, y0, y1), ìîäåëèðóåò ôîðìóëó x̄1y0 ∨ x1y1.

Äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû, ò. å. äîêàæåì, ÷òî LC(µ1) ≥ 4.

I ñïîñîá. Çàìåòèì:

µ1|y0=0 = µ1(x1, 0, y1) = x1y1 6≡ const, µ1|y0=1 = µ1(x1, 1, y1) = x̄1 ∨ y1 6≡ const.

Çíà÷èò, ïî óòâ. 16.3:

LÑ&,∨(µ1) ≥ min{LÑ&,∨(µ1|y0=0), L
Ñ

&,∨(µ1|y0=1)}+ 2 ≥ 3,

îòêóäà ñ ó÷åòîì íåìîíîòîííîñòè ôóíêöèè µ1 è íåîáõîäèìîñòè äîáàâëåíèÿ èíâåðòîðà
è âûòåêàåò íèæíÿÿ îöåíêà LC(µ1) ≥ 4.

II ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî LC(µ1) ≤ 3, è ïóñòü S � ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà,
ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ µ1.

Ïóñòü E � áëèæàéøèé ê âûõîäó ñõåìû äâóõâõîäîâûé ýëåìåíò ñõåìû S (ò. å.
ëèáî E � âûõîäíîé ýëåìåíò, ëèáî îò E ê âûõîäó ñõåìû âåäåò öåïî÷êà èíâåðòîðîâ).

Íåâîçìîæíî, ÷òîáû íà êàêîé-òî âõîä E ïîäàâàëàñü áû äóãà, âåäóùàÿ îò âõîäà
ñõåìû: äîïóñòèì, êî âõîäó E âåäåò äóãà îò âõîäà xi, òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 0 äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà E � êîíúþíêòîð, è ïîëàãàÿ xi = 1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E � äèçúþíêòîð, ïîëó-
÷àåì, ÷òî íà âûõîäå S âîçíèêàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé äâóõ
äðóãèõ ïåðåìåííûõ, íî òîãäà S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü µ1.

Òàêæå íåâîçìîæåí (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè S) ñëó÷àé ïîäà÷è íà âõîäû E äóã,
âåäóùèõ îò îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

Çíà÷èò, êî âõîäàì E âåäóò äóãè îò ðàçíûõ ýëåìåíòîâ E ′, E ′′. Íî òîãäà â S
óæå èìååòñÿ 3 ýëåìåíòà E, E ′, E ′′. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äðóãèõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå íåò, à
ýëåìåíò E � âûõîäíîé ýëåìåíò ñõåìû.

Íè îäèí èç ýëåìåíòîâ E ′, E ′′ íå ìîæåò áûòü èíâåðòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, E ′ � èíâåðòîð, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xi.
Òîãäà, ïîëàãàÿ xi = 1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E � êîíúþíêòîð, è ïîëàãàÿ xi = 0 äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà E � äèçúþíêòîð, çàìåòèì: çíà÷åíèå íà âûõîäå ñõåìû S ôèêñèðîâàíî íåçàâè-
ñèìî îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íî òàêàÿ ñõåìà S íå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü
ôóíêöèþ µ1.

Íî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé S, � ìîíî-
òîííàÿ, â îòëè÷èå îò µ1. (Íåìîíîòîííîñòü µ1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî µ1(0, 1, 0) = 1 è
µ1(1, 1, 0) = 0). Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, LC(µ1) ≥ 4, ÷. ò. ä.

2) ÊÑ ñëîæíîñòè 4, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò ôîðìóëó
x̄1y0 ∨ x1y1.

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè µ1 èìååòñÿ 3 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî îäíîé èç êî-
òîðûõ (x1) ýòà ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà. (Ïîñêîëüêó µ1(0, 1, 0) = 1 è
µ1(1, 1, 0) = 0, ôóíêöèÿ µ1 íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó µ1(0, 0, 1) = 0
è µ1(1, 0, 1) = 1, ôóíêöèÿ µ1 íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1). Çíà÷èò, ïî óòâ. 16.1:
LKC(µ1) ≥ 3 + 1 = 4, ÷. ò. ä.
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Çàäà÷à. Äëÿ ôóíêöèè f(x1, x2, x3, x4) = (x1 ∨ x2)x3 ∨ (x̄1 ∨ x2)x4 ïîñòðîèòü
ìèíèìàëüíóþ ÊÑ. Îáîñíîâàòü ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû.

Ðèñ. 5.

Ðåøåíèå. ÊÑ ñëîæíîñòè 5, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, x2, x3, x4), ïðèâåäåíà
íà ðèñ. 5.

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè f èìååòñÿ 4 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî îäíîé èç êîòî-
ðûõ (x1) ýòà ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà. (Ïîñêîëüêó f(0, 0, 0, 1) = 1 è
f(1, 0, 0, 1) = 0, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(0, 0, 1, 0) = 0
è f(1, 0, 1, 0) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1). Çíà÷èò, ïî óòâ. 16.1:
LKC(f) ≥ 4 + 1 = 5, ÷. ò. ä.

2.4(1). Äëÿ ôóíêöèè f(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2x3 ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíóþ ÊÑ.
Îáîñíîâàòü ìèíèìàëüíîñòü ýòîé ñõåìû.

Ðåøåíèå. ÊÑ ñëîæíîñòè 6, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, x2, x3), ìîäåëèðóåò
ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â öåïî÷êå ðàâåíñòâ:

f(x1, x2, x3) = x1 ⊕ x2x3 = x̄1(x2x3) ∨ x1(x2x3) = x̄1x2x3 ∨ x1(x̄2 ∨ x̄3).

Çàìåòèì: ó ôóíêöèè f èìååòñÿ 3 ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç
êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà è íå èíìîíîòîííà. (Ïîñêîëüêó f(0, 0, 0) = 0 è
f(1, 0, 0) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(0, 1, 1) = 1
è f(1, 1, 1) = 0, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó f(0, 0, 1) = 0 è
f(0, 1, 1) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x2. Ïîñêîëüêó f(1, 0, 1) = 1
è f(1, 1, 1) = 0, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x2. Ïîñêîëüêó f(0, 1, 0) = 0 è
f(0, 1, 1) = 1, ôóíêöèÿ f íå èíìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x3. Ïîñêîëüêó f(1, 1, 0) = 1
è f(1, 1, 1) = 0, ôóíêöèÿ f íå ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x3). Çíà÷èò, ïî óòâ. 16.1:
LKC(f) ≥ 3 + 3 = 6, ÷. ò. ä.

Ëèòåðàòóðà

1. Ãàâðèëîâ Ã.Ï., Ñàïîæåíêî À.À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êå. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.
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Решение задач семинара №6 по курсу “Основы кибернетики”

для групп 3-го потока 3-го курса факультета ВМК МГУ.

Каскадные КС и СФЭ. Метод каскадов для КС и СФЭ.

Задача №2.13(1)

Построить методом каскадов контактную схему (КС) для функции f(x̃3) = x1x2x3 ⊕ x2x3 ⊕ 1.

Решение:

Руководствуясь естественным порядком переменных, разложим по Шеннону сначала саму ФАЛ f по

её первой переменной, и далее продолжим раскладывать её подфункции по последующим переменным.

Пусть G1 = Ĝ1 = {f}— исходное множество функций, для которых методом каскадов нужно построить

схемы. Разложение Шеннона функции f по переменной x1 выглядит так:

f(x̃3) = x1 · f(0, x2, x3) ∨ x1 · f(1, x2, x3) = x1 · (x2x3 ⊕ 1) ∨ x1 · 1

Введём удобные обозначения. Пусть k и n натуральные числа, k 6 n, функция g — ФАЛ из P2(n),

σ̃ = (σ1, . . . , σk) — двоичный набор длины k. Будем далее обозначать функцию g(σ1, . . . , σk, xk+1, . . . , xn),

через gσ1,...,σk(xk+1, . . . , xn) или даже через gσ1,...,σk , когда число n ясно из контекста. Заметим, что ФАЛ

gσ1,...,σk зависит в точности от переменных xk+1, . . . , xn, при этом, возможно, от некоторых из них

зависимость фиктивная. В нашем случае f0(x2, x3) = x2x3 ⊕ 1, f1(x2, x3) = 1 и эти две ФАЛ составляют

множество G2 = {f0, f1}. На следующем шаге мы имеем целью разложить функции множества G2 по

переменной x2 и таким способом построить множество функций G3. Для дальнейшего не имеет смысла

раскладывать ФАЛ по переменной, если зависимость от этой переменной фиктивная (проверьте, что

в этом случае полученные подфункции совпадают между собой и равны1 исходной ФАЛ). Поэтому

выделим из множества G2 его подмножество Ĝ2 = {f0} тех функций, которые существенно зависят от

переменной x2, и выпишем разложения Шеннона этих функций (в рассматриваемом примере функция

одна):

f0 = x2 · f00 ∨ x2 · f01, где f00 = 1, f01 = x3 ⊕ 1 = x3.

Далее планируется раскладывать полученные функции по переменной x3, но в этом месте нельзя забыть

про функции множества G2 r Ĝ2, которые были временно «отложены» как не зависящие существенно от

переменной x2, но в общем случае могут зависеть от переменной x3: G3 = {f00, f01}∪ (G2r Ĝ2) = {1, x3},
Ĝ3 = {f01} = {x3}. Раскладываем функцию f01 по переменной x3:

f01 = x3 · f010 ∨ x3 · f011, где f010 = 1, f011 = 0.

Таким образом, G4 = {f010, f011} ∪ (G3 r Ĝ3) = {0, 1}. Будем считать, что Ĝ4 = G4.

1В этом месте очень тонкий момент. Равенство ФАЛ определяется с точностью до фиктивных переменных, тем не менее,

например, функция-константа как функция двух переменных требует иного количества входных данных, чем та же самая

функция, но рассматриваемая с зависимостью лишь от одной переменной — у этих функций не совпадают области определения.

Поэтому как за математическими объектами за такими функциями приходится признать несовпадение, однако в синтезной

проблематике их существо едино: с точки зрения результата — самого закона управления — безразлично, присутствует ли в

управляющей конструкции элемент управления фиктивного параметра системы. Поэтому удобно говорить про равенство

таких функции.

Здесь уместно напомнить, что извлекая закон управления по описанию управляющей системы, по определению считается,

что он зависит (не обязательно существенно!) от тех и только тех параметров, которые в этом описании присутствуют.

Например, заданная формулой (x · x ∨ y) функция зависит от двух переменных, а формула (y · y ∨ y) задаёт функцию одной

переменной.
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Результатом данного процесса явилось разбиение (Ĝ2, Ĝ3, Ĝ4) множества всех подфункций функций

из G1 на непересекающиеся классы. При этом для любого j, 1 6 j 6 3, любая ФАЛ h из Gj либо является

некоторой ФАЛ множества Hj =
⋃4
s=j+1 Ĝs «следующих» классов разбиения, либо для некоторых ФАЛ

h′, h′′ ∈ Hj представима в виде h = xj · h′ ∨ xj · h′′. Каскадная схема строится итеративно, начиная с

«последнего» множества разбиения. Схема, полученная на предыдущей итерации, «надстравивается»

элементами, моделирующими указанное представление ФАЛ h.

Процесс построения (2, 1)− полной каскадной контактной схемы Σ, реализующей матрицу (в нашем

случае — вектор-столбец) проводимости (f, f)ᵀ, изображён на рис. 1. Каскадная КС Σf для ФАЛ f

получается из схемы Σ удалением входного полюса 0 вместе со всеми инцидентными ему контактами, а

инверсная к ней каскадная КС Σf для ФАЛ f — удалением входного полюса 1.
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Рис. 1. Построение полной каскадной КС
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Рис. 2. Каскадная КС Σf , реализующая ФАЛ f и инверсная к ней схема Σf

Задача №2.13(7)

Построить методом каскадов контактную схему для функции f(x̃3) = (0000 0001 0111 1111).

Решение:

По аналогии с разобраным примером, построим разложения функции f :

G1 :
{
f = x1 · f0 ∨ x1 · f1, f0 = (0000 0001), f1 = (0111 1111); Ĝ1 = G1,

G2 :

{
f0 = x2 · f00 ∨ x1 · f01, f00 = (0000) = 0, f01 = (0001),

f1 = x2 · f10 ∨ x1 · f11, f10 = (0111), f11 = (1111) = 1;
Ĝ2 = G2,

G3 :


f01 = x3 · f010 ∨ x3 · f011, f010 = (00) = 0, f011 = (01) = x4,

f10 = x3 · f100 ∨ x3 · f101, f100 = (01) = x4, f101 = (11) = 1,

f011 = f100 = x4 · 0 ∨ x4 · 1.

Ĝ3 = G3 r {f00, f11}.
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Процесс построения полной каскадной КС изображён на рис. 4. На рис. 4 изображена каскадная КС

для ФАЛ f и инверсная схема, а также показаны цветом те контакты полной каскадной КС, удаление

которых приводит к этим схемам.
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Рис. 3. Построение полной каскадной КС
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Рис. 4. Получение каскадной КС для f и инверсной КС из полной каскадной КС

Задача №2.14(1)

Построить методом каскадов контактную схему для системы функций Φ = {f, g}, f = x · y, g = x ∨ y.

Решение:

Построим разложения функций f , g:

Φ = G1 :

{
f = x · f0 ∨ x · f1, f0 = 0, f1 = y,

g = x · g0 ∨ x · g1, g0 = y, g1 = 1;
Ĝ1 = G1,

G2 :

{
f1 = g0 = y = y · 0 ∨ y · 1,

f0 = 0, g1 = 1;
Ĝ2 = {y}.
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Процесс построения полной каскадной КС изображён на рис. 5. На рис. 6 изображена каскадная КС для

системы ФАЛ Φ и инверсная схема.
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Рис. 5. Построение полной каскадной КС
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Рис. 6. Получение каскадной КС для системы Φ и инверсной к ней КС из полной каскадной КС

Задача №2.14(5)

Построить методом каскадов контактную схему для системы функций Φ = {f, g}, f = x1 ⊕ x2 ⊕ x3,
g = (x1 ∨ x2)x3 ∨ x1x2.

Решение:

Построим разложения функций f , g:

Φ = G1 :

{
f = x1 · f0 ∨ x1 · f1, f0 = x2 ⊕ x3, f1 = 1⊕ x2 ⊕ x3,

g = x1 · g0 ∨ x1 · g1, g0 = x2x3, g1 = x3 ∨ x2;
Ĝ1 = G1,

G2 :



f0 = x2 · f00 ∨ x2 · f01, f00 = x3, f01 = 1⊕ x3 = x3,

f1 = x2 · f10 ∨ x2 · f11, f10 = x3 = f01, f11 = x3,

g0 = x2 · g00 ∨ x2 · g01, g00 = 0, g01 = x3,

g1 = x2 · g10 ∨ x2 · g11, g10 = x3, g11 = 1;

Ĝ2 = G2,

G3 :


g01 = g10 = f00 = f11 = x3 · 0 ∨ x3 · 1,

f01 = f10 = x3 · 1 ∨ x3 · 0,

g00 = 0, g11 = 1;

Ĝ3 = {x3, x3}.

Процесс построения полной каскадной КС для системы Φ изображён на рис. 7. На рис. 8 изображена

каскадная КС для системы Φ и инверсная схема, а также показаны цветом те контакты полной каскадной

4



КС, удаление которых приводит к этим схемам. Построение схемы из функциональных элементов методом

каскадов для системы Φ проиллюстрированно на рисунках 9, 10.

1

0

•
x3

x3

x3 1

0

•
x3

x3

x3

•
x3

x3

x3

1

0

•
x3

x3

x3

•
x3

x3

x3

•
g0x2

x2

1

0

•
x3

x3

x3

•
x3

x3

x3

•
g0x2

x2

•
g1

x2

x2

1

0

•
x3

x3

x3

•
x3

x3

x3

•
g0x2

x2

•
g1

x2

x2

•
f0

x2

x2

1

0

•
x3

x3

x3

•
x3

x3

x3

•
g0x2

x2

•
g1

x2

x2

•
f0

x2

x2

•
f1x2

x2

1

0

•
x3

x3

x3

•
x3

x3

x3

•
g0x2

x2

•
g1

x2

x2

•
f0

x2

x2

•
f1x2

x2

g

x1

x1

1

0

•
x3

x3

x3

•
x3

x3

x3

•
g0x2

x2

•
g1

x2

x2

•
f0

x2

x2

•
f1x2

x2

g

x1

x1

fx1

x1

Рис. 7. Построение полной каскадной КС
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Рис. 9. Построение СФЭ методом каскадов
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Ðåøåíèå çàäà÷ ñåìèíàðà � 7 ïî êóðñó �Îñíîâû êèáåðíåòèêè�
äëÿ ãðóïï 3-ãî ïîòîêà 3-ãî êóðñà ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ.
Òåìà: �Òåñòû äëÿ òàáëèö, òåñòû äëÿ êîíòàêòíûõ ñõåì�

Íà ýòîì çàíÿòèè ðå÷ü ïîéäåò î ïîñòðîåíèè òåñòîâ äëÿ òàáëèö è êîíòàêòíûõ
ñõåì (ÊÑ). Íàïîìíèì òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷àñòüþ 4 ìåòîäè÷å-
ñêîé ðàçðàáîòêè ïî êóðñó ¾Îñíîâû êèáåðíåòèêè¿.

Äëÿ óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû (ñõåìû) áåç ïàìÿòè, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðîé
îïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèåé èëè, â îáùåì ñëó÷àå, âåêòîð-ôóíêöèåé, ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ
âîïðîñû åå íàäåæíîñòè è êîíòðîëÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðûé ¾âíåø-
íèé¿ èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé (èñòî÷íèê ïîìåõ) U , ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñõåìà Σ ìîæåò ïåðåõîäèòü â îäíî èç ñâîèõ ¾íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé¿ (ñõåì),
îïðåäåëÿåìûõ ýòèì èñòî÷íèêîì. Ïóñòü ñõåìå Σ = Σ1, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f = f1

îò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ X(n) = (x1, ..., xn), è èñòî÷íèêó íåèñïðàâíîñòåé U ñîîòâåò-
ñòâóþò ¾íåèñïðàâíûå¿ ñîñòîÿíèÿ (ñõåìû) Σ2, ...,Σs, ãäå ñõåìà Σi, i = 2, ..., s, ðåàëèçóåò
ôóíêöèþ fi îò ïåðåìåííûõ X(n). Ïðè ýòîì âñå ñîñòîÿíèÿ (êàê èñïðàâíîå Σ = Σ1, òàê
è íåèñïðàâíûå Σ2, ...,Σs) ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû (ôóíêöèîíàëüíî) íåîòëè÷èìûõ ñî-
ñòîÿíèé, òî åñòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ðàâåíñòâà ðåàëèçóåìûõ ôóíê-
öèé, è ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå ñ òî÷íîñòüþ äî íåîòëè÷èìîñòè. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ
î íåíàäåæíîé ñõåìå Σ, áóäåì èìåòü â âèäó ïàðó (Σ, U) è (èëè) ñîîòâåòñòâóþùåå åé
ìíîæåñòâî ñõåì âìåñòå ñ òåìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå îíè ðåàëèçóþò. Äëÿ ïðîñòîòû
ðàññìîòðåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïåðåìåííûå è ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áóëåâñêèìè,
õîòÿ ìíîãèå èçëàãàåìûå äàëåå ðåçóëüòàòû áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñÿò-
ñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñëó÷àé âåêòîð-ôóíêöèé è äðóãèå áîëåå îáùèå
ñëó÷àè.

Ïóñòü (Σ, U) � óêàçàííàÿ âûøå ìîäåëü íåíàäåæíîé ñõåìû Σ ñ âîçìîæíûìè
ñîñòîÿíèÿìè Σ = Σ1,Σ2, ...,Σs, â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ÁÔ f = f1, f2, ..., fs ñîîòâåò-
ñòâåííî îò ÁÏ X(n), îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ A = {α1, ..., αp} ⊆ Bn.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M , M ∈ Bp,s, ãäå

M〈i, j〉 = fj(αi),

ñ÷èòàÿ, ÷òî i-é ñòðîêå (j-ìó ñòîëáöó) ýòîé òàáëèöû ñîîòâåòñòâóåò íàáîð αi (ñîîò-
âåòñòâåííî ôóíêöèÿ fj è ñîñòîÿíèå Σj). Ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ
(ñòðîê) íàçûâàåòñÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîêàì) ìàòðèöåé. Çàìå-
òèì, ÷òî êàæäîìó êëàññó íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè (Σ, U) ñîîòâåòñòâóåò ãðóï-
ïà îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû M , è ðàññìîòðèì îòäåëèìóþ ïî ñòîëáöàì ìàòðèöó
M̂ , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû M . Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû M̂ ñâÿçàí ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññîì íåîòëè÷èìîñòè
ñîñòîÿíèé ìîäåëè (Σ, U), è áóäåì íàçûâàòü M̂ òàáëèöåé êîíòðîëÿ (òàáëèöåé íåèñ-
ïðàâíîñòåé) äàííîé ìîäåëè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå
ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè (Σ, U) ïîïàðíî îòëè÷èìû, òî åñòü, M = M̂ . Ýòî ïðåäïîëîæåíèå,
î÷åâèäíî, íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé.

Ïóñòü, äàëåå, ïîìèìî òàáëèöû êîíòðîëÿ M äëÿ ìîäåëè (Σ, U) çàäàíà öåëü
êîíòðîëÿ, òî åñòü óêàçàíî ìíîæåñòâî N , ñîñòîÿùåå èç òåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàç-
ëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë îòðåçêà [1, s], äëÿ êîòîðûõ ïàðû ñîñòîÿíèé (ñòîëáöîâ ìàòðèöû
M) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè íåîáõîäèìî îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà, ñðàâíèâàÿ çíà-
÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå â òåõ èëè èíûõ ñòðîêàõ äàííîé ïàðû ñòîëáöîâ. Â ÷àñòíîñòè,
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åñëè N ñîñòîèò èç âñåõ ïàð óêàçàííîãî âèäà, òî öåëüþ êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ äèàãíîñòè-
êà ñõåìû, à åñëè N = {(1, 2), ..., (1, s)}, òî � ïðîâåðêà èñïðàâíîñòè ñõåìû. Ìíîæåñòâî
ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç T , T ⊆ [1, p], íàçûâàåòñÿ òåñòîì äëÿ ìàòðèöû M îò-
íîñèòåëüíî ìíîæåñòâà N , èëè, èíà÷å, òåñòîì äëÿ (M,N ), åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû (i, j)
èç N ñóùåñòâóåò t, t ∈ T , òàêîå, ÷òî M〈t, i〉 6= M〈t, j〉. Ìîùíîñòü òåñòà íàçûâàåòñÿ
òàêæå åãî äëèíîé.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñòðîê òàáëèöû êîíòðîëÿ, âñåãäà îá-
ðàçóåò òåñò. Òåñò, êîòîðûé ïåðåñòàåò áûòü òåñòîì ïðè óäàëåíèè ëþáîé ñâîåé ñòðîêè,
íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì, à òåñò, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü, � ìèíèìàëü-
íûì. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà öåëüþ êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ äèàãíîñòèêà ñõåìû (ïðîâåðêà èñ-
ïðàâíîñòè ñõåìû), òåñò íàçûâàåòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèì (ñîîòâåòñòâåííî ïðîâåðÿþùèì).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî íàáîðîâ τ , τ ⊆ A, îáðàçóåò òåñò äëÿ ìîäåëè
(Σ, U) îòíîñèòåëüíî öåëè êîíòðîëÿ N , èëè, èíà÷å, òåñò äëÿ (Σ, U,N ), åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íàáîðàì èç τ ñòðîêè ìàòðèöûM îáðàçóþò òåñò äëÿ (M,N ). Âñå ââåäåííûå
âûøå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå êàñàþòñÿ òåñòîâ äëÿ òàáëèö, áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà
ñëó÷àé òåñòîâ äëÿ íåíàäåæíûõ ñõåì. Îòìåòèì, ÷òî, åñëè èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé U
äîïóñêàåò ïîëîìêó íå áîëåå îäèíîãî ýëåìåíòà (êîíòàêòà) ñõåìû S, òî òåñò äëÿ ìîäåëè
(Σ, U) íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì; åñëè æå èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé U äîïóñêàåò ïîëîìêó
ëþáîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ (êîíòàêòîâ) ñõåìû S, òî òåñò äëÿ ìîäåëè (Σ, U) íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì.

Äëÿ îïèñàíèÿ òåñòîâ ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ, àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèè ïîêðû-
òèÿ. Ïóñòü M , M ∈ Bp,s, � îòäåëèìàÿ ïî ñòîëáöàì ìàòðèöà, à N � ñâÿçàííàÿ ñ íåé
öåëü êîíòðîëÿ. Ñîïîñòàâèì i-é ñòðîêå, i ∈ [1, p], ìàòðèöû M áóëåâó ïåðåìåííóþ yi, à
êàæäîìó íàáîðó β = (β1, . . . , βp), β ∈ Bp, çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ y = (y1, ..., yp) �
ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I = I(β) ⊆ [1, p], ãäå i ∈ I(β)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà βi = 1. Ðàññìîòðèì ÁÔ F (y), äëÿ êîòîðîé F (β) = 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç I(β) îáðàçóåò òåñò
äëÿ (M,N ), è áóäåì íàçûâàòü ýòó ÁÔ ôóíêöèåé òåñòà äëÿ (M,N ). Ñîïîñòàâèì ïàðå
(M,N ) ìàòðèöó M èç ìíîæåñòâà Bp,S, S = |N |, ñòîëáöû êîòîðîé ïðîíóìåðîâàíû
ï�àðàìè èç N , à åå ñòîëáåö ñ íîìåðîì (i, j) ∈ N ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîðàçðÿäíîãî
ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i è j ìàòðèöû M . Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè
ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà T , T ⊆ [1, p], îáðàçóþò òåñò (òóïèêîâûé òåñò,
ìèíèìàëüíûé òåñò) äëÿ ïàðû (M,N ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðîêè ìàòðèöû M
ñ íîìåðàìè èç T îáðàçóþò ïîêðûòèå (òóïèêîâîå ïîêðûòèå, ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîé
äëèíû) ìàòðèöûM. Îòñþäà âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÁÔ òåñòà F äëÿ ïàðû (M,N )
ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ÁÔ ïîêðûòèÿ äëÿ ìàòðèöûM è îáðàòíî, à çíà÷èò äëÿ íåå, â
ñèëó ëåììû 6.1 ãëàâû 1, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.1. Ôóíêöèÿ òåñòà F (y1, . . . , yp) äëÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì ìàò-

ðèöû M, M ∈ Bp,s, è öåëè êîíòðîëÿ N ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ÊÍÔ

F (y1, . . . , yp) =
∧

(i,j)∈N

( ∨
16t6p

M<t,i>6=M<t,j>

yt

)
. (1)

Ñëåäñòâèå. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ âèäà yt1 · · · ytr ñîêðàùåííîé

ÄÍÔ ôóíêöèè F (y1, . . . , yp), ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ÊÍÔ (1) â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ

ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, ñîîòâåòñòâóåò òóïèêîâîìó òåñòó, ñâÿçàííîìó ñ

ìíîæåñòâîì T = {t1, . . . , tr}, è îáðàòíî.

Íà äàííîé ëåììå îñíîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ òóïèêîâûõ
òåñòîâ äëÿ ìàòðèöû M îòíîñèòåëüíî öåëè êîíòðîëÿ N :
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1) âûïèñûâàåì äëÿ ôóíêöèè òåñòà ÊÍÔ âèäà (1);
2) ðàñêðûâàÿ â íåé ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ

ôóíêöèè òåñòà;
3) ñîïîñòàâëÿåì êàæäîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ýòîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ

òóïèêîâûé òåñò.

Ëåììà 1.2. Äëèíà ëþáîãî òóïèêîâîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà äëÿ îòäåëè-

ìîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà Bp,s çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò dlog se äî
(s− 1).

5.1(1) Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû (ìàòðè-
öû)

M =


0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1
1 1 0 0

 .

Ðåøåíèå. Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ìàòðèöû M èìååò âèä
N = NÄ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 4}. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû M ñâîþ
ïåðåìåííóþ

M =


0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1
1 1 0 0


y1

y2

y3

y4

è ïîñòðîèì ìàòðèöóM =M(M,NÄ) äëÿ ïàðû (M,N ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â N :

M =


1 1 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà ìàòðèöû M (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.1:

F (y1, y2, y3, y4) = (y1 ∨ y3)(y1 ∨ y2 ∨ y3 ∨ y4)(y2 ∨ y4)(y2 ∨ y4)(y1 ∨ y2 ∨ y3 ∨ y4)(y1 ∨ y3).

Âûïîëíèì óïðîùåíèå ýòîé ÊÍÔ (èçáàâëÿÿñü îò ïîâòîðîâ ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæèòåëåé
è îñóùåñòâëÿÿ êîíúþíêòèâíûå ïîãëîùåíèÿ íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà K ′(K ′ ∨ K ′′) =
K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = (y1 ∨ y3)(y2 ∨ y4).

Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè F ïî ìåòîäó Íåëüñîíà, ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðè-
âåäÿ ïîäîáíûå (ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ äèçúþíêòèâíûõ ïîãëîùåíèé íà îñíîâàíèè òîæ-
äåñòâà K ′ ∨K ′K ′′ = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2 ∨ y1y4 ∨ y2y3 ∨ y3y4.

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêîâûé
äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëÿ òàáëèöû M , ïðè ýòîì âñå òàêèå òåñòû ó÷òåíû (íè îäèí íå
ïðîïóùåí).

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M ñîîòâåòñòâóþò
ñëåäóþùèì ìíîæåñòâàì íîìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû M : {1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 4}.
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5.1(2) Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû (ìàòðè-
öû)

M =


1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 .

Ðåøåíèå. Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ìàòðèöû M èìååò âèä
N = NÄ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 6}. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû M ñâîþ
ïåðåìåííóþ

M =


1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1


y1

y2

y3

y4

è ïîñòðîèì ìàòðèöóM =M(M,NÄ) äëÿ ïàðû (M,N ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â N :

M =


0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà ìàòðèöû M (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1.1, ñðàçó èçáàâëÿÿñü
îò ïîâòîðîâ ýêâèâàëåíòíûõ ìíîæèòåëåé:

F (y1, y2, y3, y4) = (y2 ∨ y3)(y2 ∨ y4)y1(y1 ∨ y2 ∨ y3)(y1 ∨ y2 ∨ y4)(y3 ∨ y4)(y1 ∨ y3 ∨ y4).

Âûïîëíèì óïðîùåíèå ýòîé ÊÍÔ (îñóùåñòâëÿÿ êîíúþíêòèâíûå ïîãëîùåíèÿ íà îñíî-
âàíèè òîæäåñòâà K ′(K ′ ∨K ′′) = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1(y2 ∨ y3)(y2 ∨ y4)(y3 ∨ y4).

Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè F ïî ìåòîäó Íåëüñîíà, ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðè-
âåäÿ ïîäîáíûå (ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ äèçúþíêòèâíûõ ïîãëîùåíèé íà îñíîâàíèè òîæ-
äåñòâà K ′ ∨K ′K ′′ = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2y3 ∨ y1y2y4 ∨ y1y3y4.

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêîâûé
äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëÿ òàáëèöû M , ïðè ýòîì âñå òàêèå òåñòû ó÷òåíû (íè îäèí íå
ïðîïóùåí).

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M ñîîòâåòñòâóþò
ñëåäóþùèì ìíîæåñòâàì íîìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû M : {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}.
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5.1(3) Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû äëÿ òàáëèöû (ìàòðèöû)

M =


1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

 .

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà èçáàâèìñÿ îò ïîâòîðîâ îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ â ìàòðè-
öå M , ïîñòðîèâ îòäåëèìóþ ïî ñòîëáöàì ìàòðèöó M̂ , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ðàçëè÷íûõ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû M , ñîïîñòàâèì êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû M̂ ñâîþ ïåðåìåííóþ

M̂ =


1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1


y1

y2

y3

y4

y′4

(ïðåäâàðèòåëüíî âñå ñòðîêè áûëè ðàçáèòû íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òàê, ÷òî â îäèí
êëàññ âõîäèëè ïîïàðíî ðàâíûå èëè ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíå ñòðîêè, íàçâàíèÿ ïåðå-
ìåííûõ äëÿ ñòðîê èç îäíîãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîì øòðèõîâ). Öåëü êîíòðî-
ëÿ N äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ìàòðèöû M̂ èìååò âèä

N = NÏ = {(1, j) | 2 ≤ j ≤ 12}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′ = M′(M̂,NÏ) äëÿ ïàðû (M̂,N ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â N , ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå:

M′ =


0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′:

F (y1, y2, y3, y4) = (y2 ∨ y3)(y1 ∨ y2 ∨ y3)(y1 ∨ y2)y1(y1 ∨ y4)(y1 ∨ y2 ∨ y4)&

&(y1 ∨ y2 ∨ y3 ∨ y4)(y3 ∨ y4)(y2 ∨ y3 ∨ y4)(y2 ∨ y4)y4(y3 ∨ y4).

Âûïîëíèì óïðîùåíèå ýòîé ÊÍÔ (îñóùåñòâëÿÿ êîíúþíêòèâíûå ïîãëîùåíèÿ íà îñíî-
âàíèè òîæäåñòâà K ′(K ′ ∨K ′′) = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1y4(y2 ∨ y3).

Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè F ïî ìåòîäó Íåëüñîíà, ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðè-
âåäÿ ïîäîáíûå (ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ äèçúþíêòèâíûõ ïîãëîùåíèé íà îñíîâàíèè òîæ-
äåñòâà K ′ ∨K ′K ′′ = K ′):

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2y4 ∨ y1y3y4.

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêîâûé
ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òå-
ñòû äëÿ òàáëèöûM , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåííîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîçìîæíûå
çàìåíû ñòðîê íà ñòðîêè èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû äëÿ òàáëèöûM ñîîòâåòñòâóþò ñëå-
äóþùèì ìíîæåñòâàì íîìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû M : {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}.
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6.2. Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå à) ïðîâåðÿþùèå, á) äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ
êîíòàêòíîé ñõåìû íà ðèñ. 1. è èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé, äîïóñêàþùåãî ðàçìûêàíèå
êîíòàêòîâ âèäà z̄, z, à òàêæå çàìûêàíèå êîíòàêòà âèäà y, ïðè÷åì îáùåå ÷èñëî íåèñ-
ïðàâíûõ êîíòàêòîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1.

Ðèñ. 1.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì òàáëèöó êîíòðîëÿ äëÿ çàäàííûõ ñõåìû è èñòî÷íèêà íåèñ-
ïðàâíîñòåé (çäåñü f1 = f � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ èñõîäíîé ñõåìîé â îòñóòñòâèå
íåèñïðàâíîñòåé, f2 = fðz̄ � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè ðàçìûêàíèè êîíòàêòà
z̄, f3 = fðz � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè ðàçìûêàíèè êîíòàêòà z, f4 = f çy �
ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè çàìûêàíèè êîíòàêòà y):

x y z f1 = f f2 = fðz̄ f3 = fðz f4 = f çy
0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 1

y1

y2

y3

y4

y′3
y′1
y′4
y′2

Ôóíêöèîíàëüíóþ ÷àñòü ýòîé òàáëèöû áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöåé M . Êàæäîé ñòðîêå
ìàòðèöû M ñîïîñòàâëåíà ñâîÿ ïåðåìåííàÿ; ïðåäâàðèòåëüíî âñå ñòðîêè M (è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì âõîäíûå íàáîðû) áûëè ðàçáèòû íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òàê, ÷òî â
îäèí êëàññ âõîäèëè ïîïàðíî ðàâíûå èëè ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíå ñòðîêè, íàçâàíèÿ
ïåðåìåííûõ äëÿ ñòðîê èç îäíîãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîì øòðèõîâ.

à) Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ìàòðèöû M èìååò âèä

N = NÏ = {(1, j) | 2 ≤ j ≤ 4}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′ =M′(M,NÏ) äëÿ ïàðû (M,NÏ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â NÏ, ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå (çàìåòèì: ñòðîêè ìàòðèöû M , íå ñîäåð-
æàùèå íåîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî áûëî áû íå âêëþ÷àòü âM′):

M′ =


0 0 1
0 1 0
1 0 0
0 0 0


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′:

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2y3.

ßñíî. ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíê-
öèè F . Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäà-
åò ñâîé òóïèêîâûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå
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òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåí-
íîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîçìîæíûå çàìåíû âõîäíûõ íàáîðîâ íà âõîäíûå íà-
áîðû èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òå-
ñòû: {(000), (001), (010)}, {(000), (001), (100)}, {(000), (111), (010)}, {(000), (111), (100)},
{(101), (001), (010)}, {(101), (001), (100)}, {(101), (111), (010)}, {(101), (111), (100)}.

á) Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ìàòðèöû M èìååò âèä

N = NÄ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 4}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′′ =M′′(M,NÄ) äëÿ ïàðû (M,NÄ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â NÄ, ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå (çàìåòèì: ñòðîêè ìàòðèöû M , íå ñîäåð-
æàùèå íåîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî áûëî áû íå âêëþ÷àòü âM′′):

M′′ =


0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′′:

F (y1, y2, y3, y4) = y3y2y1(y2 ∨ y3)(y1 ∨ y3)(y1 ∨ y2) = y1y2y3.

ßñíî. ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíê-
öèè F . Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò
ñâîé òóïèêîâûé äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå òó-
ïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåí-
íîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîçìîæíûå çàìåíû âõîäíûõ íàáîðîâ íà âõîäíûå íà-
áîðû èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òå-
ñòû: {(000), (001), (010)}, {(000), (001), (100)}, {(000), (111), (010)}, {(000), (111), (100)},
{(101), (001), (010)}, {(101), (001), (100)}, {(101), (111), (010)}, {(101), (111), (100)}.

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå (êàê ïðîâåðÿþùèå, òàê è äèàãíîñòè÷åñêèå) òå-
ñòû: {(000), (001), (010)}, {(000), (001), (100)}, {(000), (111), (010)}, {(000), (111), (100)},
{(101), (001), (010)}, {(101), (001), (100)}, {(101), (111), (010)}, {(101), (111), (100)}.
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6.4. Ïîñòðîèòü âñå òóïèêîâûå à) ïðîâåðÿþùèå, á) äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû äëÿ
êîíòàêòíîé ñõåìû íà ðèñ. 2 è èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé, äîïóñêàþùåãî îäíó èç ñëåäó-
þùèõ íåèñïðàâíîñòåé: îáðûâ êîíòàêòà z̄, îáðûâ âûäåëåííîãî êîíòàêòà z è çàìûêàíèå
âûäåëåííîãî êîíòàêòà y.

Ðèñ. 2.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì òàáëèöó êîíòðîëÿ äëÿ çàäàííûõ ñõåìû è èñòî÷íèêà íåèñ-
ïðàâíîñòåé (çäåñü f1 = f � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ èñõîäíîé ñõåìîé â îòñóòñòâèå
íåèñïðàâíîñòåé, f2 = fðz̄ � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè ðàçìûêàíèè êîíòàêòà
z̄, f3 = fðz � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè ðàçìûêàíèè âûäåëåííîãî êîíòàêòà z,
f4 = f çy � ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé ïðè çàìûêàíèè âûäåëåííîãî êîíòàêòà y):

x y z f1 = f f2 = fðz̄ f3 = fðz f4 = f çy
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 1 1 0 1

y1

y2

y3

y′3
y′′3
y4

y′1
y′4

Ôóíêöèîíàëüíóþ ÷àñòü ýòîé òàáëèöû áóäåì ñ÷èòàòü ìàòðèöåé M . Êàæäîé ñòðîêå
ìàòðèöû M ñîïîñòàâëåíà ñâîÿ ïåðåìåííàÿ; ïðåäâàðèòåëüíî âñå ñòðîêè M (è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì âõîäíûå íàáîðû) áûëè ðàçáèòû íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òàê, ÷òî â
îäèí êëàññ âõîäèëè ïîïàðíî ðàâíûå èëè ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíå ñòðîêè, íàçâàíèÿ
ïåðåìåííûõ äëÿ ñòðîê èç îäíîãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîì øòðèõîâ.

à) Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ìàòðèöû M èìååò âèä

N = NÏ = {(1, j) | 2 ≤ j ≤ 4}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′ =M′(M,NÏ) äëÿ ïàðû (M,NÏ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â NÏ, ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå (çàìåòèì: ñòðîêè ìàòðèöû M , íå ñîäåð-
æàùèå íåîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî áûëî áû íå âêëþ÷àòü âM′):

M′ =


1 0 0
0 0 1
0 0 0
0 1 0


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′:

F (y1, y2, y3, y4) = y1y2y4.

8



ßñíî. ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè F .
Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêî-
âûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþ-
ùèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåííîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîç-
ìîæíûå çàìåíû âõîäíûõ íàáîðîâ íà âõîäíûå íàáîðû èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Âñå òóïèêîâûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû: {(000), (001), (101)}, {(000), (001), (111)},
{(110), (001), (101)}, {(110), (001), (111)}.

á) Öåëü êîíòðîëÿ N äëÿ çàäà÷è äèàãíîñòèêè ìàòðèöû M èìååò âèä

N = NÄ = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ 4}.

Ïîñòðîèì ìàòðèöóM′′ =M′′(M,NÄ) äëÿ ïàðû (M,NÄ), ñîñòîÿùóþ èç ïîêîîðäèíàò-
íûõ ñóìì (ïî ìîäóëþ 2) ïàð ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â NÄ, ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê áåðÿ ïî îäíîé ñòðîêå (çàìåòèì: ñòðîêè ìàòðèöû M , íå ñîäåð-
æàùèå íåîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî áûëî áû íå âêëþ÷àòü âM′′):

M′′ =


1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1


y1

y2

y3

y4

Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ ìàòðèöûM′′:

F (y1, y2, y3, y4) = y1y4y2(y1 ∨ y4)(y1 ∨ y2)(y2 ∨ y4) = y1y2y4.

ßñíî. ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè F .
Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñòðîåííîé ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíêöèè F çàäàåò ñâîé òóïèêîâûé
äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò äëÿ òàáëèöû M . ×òîáû îõâàòèòü âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷å-
ñêèå òåñòû äëÿ òàáëèöû M , ñëåäóåò â êàæäîì ïîñòðîåííîì òåñòå îñóùåñòâèòü âñåâîç-
ìîæíûå çàìåíû âõîäíûõ íàáîðîâ íà âõîäíûå íàáîðû èç òîãî æå êëàññà ýêâèâàëåíòíî-
ñòè. Âñå òóïèêîâûå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû: {(000), (001), (101)}, {(000), (001), (111)},
{(110), (001), (101)}, {(110), (001), (111)}.

Îòâåò. Âñå òóïèêîâûå (êàê ïðîâåðÿþùèå, òàê è äèàãíîñòè÷åñêèå) òåñòû:
{(000), (001), (101)}, {(000), (001), (111)}, {(110), (001), (101)}, {(110), (001), (111)}.

6.11. Íàéòè äëèíó ìèíèìàëüíîãî åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà îòíîñèòåëü-
íî ðàçìûêàíèé êîíòàêòîâ â êîíòàêòíîé ñõåìå íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì: ÷åðåç êîíòàêòû x̄1, xn è ¾âåðòèêàëüíûå¿ êîíòàêòû x̄2, x̄3,
. . . , x̄n ïðîõîäèò ïî îäíîé ïðîñòîé ïðîâîäÿùåé öåïè, ñîåäèíÿþùåé ïîëþñû ñõåìû, è
ïðè ýòîì ýòè öåïè ïðîâîäÿò íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ. Çíà÷èò, ÷òîáû îáíàðó-
æèòü îäèíî÷íûå ðàçìûêàíèÿ óêàçàííûõ êîíòàêòîâ, â åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò
íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü óïîìÿíóòûå n+ 1 íàáîðîâ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íà ýòèõ æå
íàáîðàõ îáíàðóæèâàþòñÿ îäèíî÷íûå ðàçìûêàíèÿ âñåõ êîíòàêòîâ ñõåìû.

Îòâåò. n+ 1.
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Семинар 8

Асимптотически наилучшие методы синтеза схем
для функций из специальных классов

Напомним, что для булевой функции f, f ∈ P2(n), её сложностью в некотором классе управляющих
систем называется минимальная сложность её реализации в нём. Таким образом, сложность LK(f) в
классе контактных схем (КС) определяется как

LK(f) = min
Σ – КС для f

L(Σ),

а в классе схем из функциональных элементов (СФЭ)1:

LC(f) = min
Σ – СФЭ для f

L(Σ).

Далее будем рассматривать функции из различных специальных классов. Пусть Q, Q ⊆ P2, —
некоторый класс булевых функций. Пусть, далее, Q(n) = Q ∩ P2(n). Функцией Шеннона сложности
схем для класса Q(n) называется сложность самой сложной функции в нем:

LK(Q(n)) = max
f∈Q(n)

LK(f);

LC(Q(n)) = max
f∈Q(n)

LC(f).

Напомним, что при Q(n) = P2(n) соответствующие функции Шеннона обозначаются LK(n) и LC(n);
и при n→∞

LK(n) ∼ 2n

n
; LC(n) ∼ 2n

n
.

Утверждение 1. 1. Для класса функций Q(n) такого, что

log n = o (log log |Q(n)|) , (1)

выполняется асимптотическое неравенство

LK(Q(n)) &
log |Q(n)|

log log |Q(n)|
.

2. Для класса функций Q(n) такого, что

n = o

(
log |Q(n)|

log log |Q(n)|

)
, (2)

выполняется асимптотическое неравенство

LC(Q(n)) &
log |Q(n)|

log log |Q(n)|
.

Утверждение 1 будет использоваться для доказательства нижних оценок функции Шеннона. Для
установления верхней оценки, как правило, необходимо свести задачу синтеза СФЭ или КС для любой
функции из Q(n) к задаче синтеза соответствующей схемы для нескольких произвольных функций от
меньшего числа переменных, и воспользоваться следующим утверждением:

Утверждение 2. Для любой функции f, f ∈ P2(n) существуют реализующие её КС Σ1 и СФЭ Σ2

такие, что

L(Σ1) .
2n

n
; L(Σ2) .

2n

n
.

Задача 1. Установить асимптотику функции Шеннона для сложности класса всех функций
f(x1, . . . , xn), равных 1 при x1 = 1, в КС.

1СФЭ рассматриваются в стандартном базисе {&,∨,¬}.



Решение. В нашем случае требуется установить поведение LK(Q(n)) для

Q(n) = {f(x1, . . . , xn) : f(1, x2, . . . , xn) = 1}.

1. Нижняя оценка. Найдем |Q(n)|. Очевидно, что каждая функция однозначно определяется
значениями на всех наборах вида (0, α2, . . . , αn), где α2, . . . , αn ∈ {0, 1}. Таких наборов в точно-
сти 2n−1. Следовательно, |Q(n)| = 22n−1

. Условие (1) выглядит так:

log n = o (log log |Q(n)|) = o(n− 1)

и остается справедливым, поэтому можно применить утверждение 1:

LK(Q(n)) &
log |Q(n)|

log log |Q(n)|
=

2n−1

n− 1
∼ 2n−1

n
.

2. Верхняя оценка. Пусть f(x1, . . . , xn), f ∈ Q(n). Разложим функцию f по переменной x1 :

f(x1, x2, . . . , xn) = x̄1f(0, x2, . . . , xn) ∨ x1f(1, x2, . . . , xn) = x̄1f(0, x2, . . . , xn) ∨ x1 = x1 ∨ f(0, x2, . . . , xn).

Функция g(x2, . . . , xn) = f(0, x2, . . . xn) зависит от n− 1 переменных, а значит, по утверждению

2, может быть реализована КС Σg со сложностью L(Σg) .
2n−1

n− 1
∼ 2n−1

n
. Схему Σf для функции

f можно построить согласно разложению f(x1, x2, . . . , xn) = x1 ∨ g(, x2, . . . xn) :

a bΣg

x1

При этом L(Σf ) = L(Σg) + 1 .
2n−1

n
.

Сопоставляя верхнюю и нижнюю оценки, получаем LK(Q(n)) ∼ 2n−1

n
.

Задача 2. Установить асимптотику функции Шеннона для сложности класса S(n) всех самодвой-
ственных функций в СФЭ.

Решение. Напомним, что функция f самодвойственная, если f(x1, . . . , xn) = f(x̄1, . . . , x̄n).

1. Нижняя оценка. Поскольку каждая функция f(x1, . . . , xn) ∈ S(n) взаимно однозначно опре-
деляется половиной своего столбца значений (который имеет вид (α1α2 . . . α2n−1ᾱ2n−1 . . . ᾱ2ᾱ1),

то |S(n)| = 22n−1
. Это означает выполнениие условия (2), и, следовательно,

LC(S(n)) &
log |S(n)|

log log |S(n)|
∼ 2n−1

n
.

2. Верхняя оценка. Для доказательства верхней оценки рассмотрим произвольную функцию
f(x1, . . . , xn) ∈ S(n). Её столбец значений имеет вид

(α1 α2 . . . α2n−1 ᾱ2n−1 . . . ᾱ2 ᾱ1).

Рассмотрим функцию g(x2, . . . , xn), столбец значений которой имеет вид (α1α2 . . . α2n−1). Спра-
ведливо следующее представление:

f(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ g(x1 ⊕ x2, x1 ⊕ x3, . . . , x1 ⊕ xn).

Действительно, при x1 = 0 имеем f(0, x2, . . . , xn) = g(x2, . . . , xn) и совпадение столбцов значе-
ний, а при x1 = 1 : f(1, x2, . . . , xn) = 1⊕ g(x2 ⊕ 1, . . . , xn ⊕ 1) = g(x̄2, . . . , x̄n) = f(0, x̄2, . . . , x̄n).

Поскольку g ∈ P2(n− 1), то существует реализующая её СФЭ Σg, сложность которой

L(Σg) .
2n−1

n
.

Можно построить схему Σf следующим образом:



Σf :

x1 x2 x3 xn
. . .

• •

Σ⊕

"" �� • •

Σ⊕

)) �� • •

Σ⊕

** ��

• • •

Σg

)) �� uu

Σ⊕

• •�� ��

��

f
Здесь Σ⊕ — схема, реализующая сложение a⊕b. Такая схема, очевидно, может быть реализована
с константной сложностью.

L(Σf ) 6 n · L (Σ⊕) + L (Σg) 6 L (Σg) +O(n) .
2n−1

n
.

Имеем в результате LC(S(n)) ∼ 2n−1

n
.

Задача 3. Установить асимптотику функции Шеннона для сложности класса Q(n) всех функций,
симметричных по первым трем БП, в КС.

Решение. Указанный класс функций можно определить следующим образом. Если f ∈ Q(n), то для
любых σ1, σ2, σ3 ∈ B, и любой перестановки π индексов (1, 2, 3) справедливо:

f(σ1, σ2, σ3, x4, . . . , xn) = f(σπ(1), σπ(2), σπ(3), x4, . . . , xn).

Любая функция с таким свойством принадлежит классу Q(n).

1. Нижняя оценка. Любая функция f ∈ Q(n) определяется однозначно четырьмя функциями:

g0(x4, . . . , xn) = f(0, 0, 0, x4, . . . , xn),

g1(x4, . . . , xn) = f(0, 0, 1, x4, . . . , xn) = f(0, 1, 0, x4, . . . , xn) = f(1, 0, 0, x4, . . . , xn),

g2(x4, . . . , xn) = f(0, 1, 1, x4, . . . , xn) = f(1, 0, 1, x4, . . . , xn) = f(1, 1, 0, x4, . . . , xn),

g3(x4, . . . , xn) = f(1, 1, 1, x4, . . . , xn),

каждая из которых зависит от (n− 3) БП. Поэтому

|Q(n)| = |P2(n− 3)|4 =
(

22n−3
)4

= 22n−1
,

и, аналогично предыдущим задачам, условие (1) выполняется и

LK(Q(n)) &
2n−1

n
.

2. Верхняя оценка. Разложим произвольную функцию f ∈ Q(n) по переменным x1, x2, x3:

f(x1, x2, x3, x4, . . . , xn) = x̄1x̄2x̄3f(0, 0, 0, x4, . . . , xn) ∨ x̄1x̄2x3f(0, 0, 1, x4, . . . , xn)∨
∨ x̄1x2x̄3f(0, 1, 0, x4, . . . , xn) ∨ x̄1x2x3f(0, 1, 1, x4, . . . , xn)∨
∨ x1x̄2x̄3f(1, 0, 0, x4, . . . , xn) ∨ x1x̄2x3f(1, 0, 1, x4, . . . , xn)∨
∨ x1x2x̄3f(1, 1, 0, x4, . . . , xn) ∨ x1x2x3f(1, 1, 1, x4, . . . , xn).



Преобразуем это разложение, используя обозначенные выше функции g0, g1, g2, g3 :

f(x1, x2, x3, x4, . . . , xn) = x̄1x̄2x̄3 · g0(x4, . . . , xn)∨
∨ (x̄1x̄2x3 ∨ x̄1x2x̄3 ∨ x1x̄2x̄3) · g1(x4, . . . , xn)∨
∨ (x̄1x2x3 ∨ x1x̄2x3 ∨ x1x2x̄3) · g2(x4, . . . , xn)∨
∨ x1x2x3 · g3(x4, . . . , xn).

Согласно утверждению 2, для функций g0, g1, g2, g3 ∈ P2(n − 3) существуют реализующие их
КС Σg1 ,Σg2 ,Σg3 ,Σg4 соответственно, сложность которых

L(Σgi) .
2n−3

n
, i = 1, 2, 3, 4.

КС Σf для f может быть построена исходя из разложения выше:

Σf : a

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

b

Σg0

Σg1

Σg1

Σg3

x̄1

x1

x̄2

x2

x̄2

x2

x̄3

x3

x̄3

x3

x̄3

x3

x3

x̄3

При этом:

L(Σf ) = 14 + L(Σg1) + L(Σg2) + L(Σg3) + L(Σg4) . 4 · 2n−3

n
=

2n−1

n
.

Имеем в результате LK(Q(n)) ∼ 2n−1

n
.

Синтез самокорректирующихся КС

Будем рассматривать два вида неисправностей в классе КС, которые могут произойти с одним кон-
тактом:

(1) Обрыв контакта. Соответствующее ребро удаляется из схемы.
(2) Замыкание контакта. Контакт проводит при любом значении переменной. Можно представлять

это как замену контакта проводником (ребром без пометки)

• •
xσi

((

66 • •

• •

обрыв контакта

замыкание контакта

Схема Σ называется (p, q)-самокорректирующейся, p, q > 0, если любая схема Σ′, полученная из Σ
обрывом не более p контактов и замыканием не более q контактов, эквивалентна Σ.

Тривиальным способом построения самокорректирующейся схемы является дублирование контак-
тов. Для коррекции p обрывов можно заменить каждый контакт на p + 1 параллельных одинаковых
ему, а для коррекции q замыканий — на q + 1 последовательных.



• •
xσi

((

66 • •

• • • •

коррекция p обрывов

коррекция q замыканий
xσi xσi

xσi

xσi

xσi

...

· · ·︸ ︷︷ ︸
q+1

p+1

OO

��

Кроме такого способа для решения задач пригодится метод нетривиальной коррекции одного обрыва
или одного замыкания в т. н. однородных подсхемах.

Будем называть однородной любую связную КС с неразделенными полюсами, состоящую из контак-
тов одного и того же типа. В любой такой КС, состоящей из контактов вида xσi , функция проводимости
между любыми двумя полюсами равна xσi .

Пусть S — однородная КС, состоящая из контактов xσi , с полюсами a1, . . . , am. Тогда она эквива-
лентна (1,0)-самокорректирующейся схеме Cm(xσi ) и (0,1)-самокорректирующейся схеме Zm(xσi ) :

Cm(xσi ) : a1

a2 a3

a4

am
· · ·

xσi

xσi

xσi

xσi

; Zm(xσi ) : a1

a2 a3

a4

am

•

· · ·

xσi

xσi
xσi

xσi
xσi

При этом L(Cm(xσi )) = L(Zm(xσi )) = m.
Представление КС Σ в виде объединения ее однородных подсхем без общих контактов будем назы-

вать однородным разбиением КС Σ, а минимальное число подсхем в таких разбиениях будем обозначать
через ζ(Σ). Если Σ1, . . . ,Σζ — однородное разбиение КС Σ, а эквивалентная ей КС Σ′ получается из Σ в
результате замены каждой подсхемы Σi на эквивалентную ей Σ′i, то Σ ∼ Σ′. Если при этом все замены
производились на схемы вида Cm, то Σ′ корректирует 1 обрыв, если же на Zm, то одно замыкание.
Заметим, что при этом L(Σ′) 6 L(Σ) + ζ.

Задача 1. Построить по КС Σ :

a b•

•

•

•

•

•

•

x̄4

x4

x̄3

x3

x̄3
x3

x̄3 x̄2

x2

x̄2

x2

x1

x̄1

эквивалентную ей КС, корректирующую
1) один обрыв,
2) одно замыкание

и имеющую сложность не более 25.



Решение. L(Σ) = 13, поэтому если воспользоваться методом дублирования каждого контакта, то
полученная схема будет иметь сложность 26, что не удовлетворяет условию задачи. Заметим, что в
схеме Σ можно найти одну однородную подсхему Σ′ из более одного контакта:

a b•

•

•

•

•

•

•

x̄4

x4

x̄3

x3

x̄3
x3

x̄3 x̄2

x2

x̄2

x2

x1

x̄1

Для случая коррекции одного обрыва все остальные контакты продублируем параллельно, а подсхе-
му Σ′ заменим на цикл C3(x3) :

a b•

•

•

•

•

•

•

x̄4

x̄4

x4

x4

x̄3

x3

x3

x̄3

x̄3

x3

x3

x̄3 x̄2

x̄2

x2

x2

x̄2

x̄2

x2

x2

x1

x1

x̄1

x̄1

x̄3

В полученной схеме 25 контактов и она (1, 0)-самокорректирующаяся. Для случая коррекции одного
замыкания все остальные контакты продублируем последовательно, а подсхему Σ′ заменим на схему
Z3(x3) :

a b•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
•

•

•

•

•

•

•x̄4

x̄4

x4

x4

x̄3

x̄3

x̄3

x3

x3

x̄3

x̄3

x3

x3

x̄2

x̄2

x2

x2

x̄2

x̄2

x2

x2

x1

x1

x̄1

x̄1



Задача 2. Построить по КС Σ :

a b•

•

•

x1

x̄2

x3

x4

x̄4

x2

x2

эквивалентную ей КС, корректирующую 1 замыкание, и имеющую сложность не более 13.

Решение. В схеме Σ можно найти одну однородную подсхему Σ′ из более одного контакта:

a b•

•

•

x1

x̄2

x3

x4

x̄4

x2

x2

Для случая коррекции одного замыкания все остальные контакты продублируем последовательно,
а подсхему Σ′ заменим на звезду Z3(x2) :

a b••

•

•

•

•

•

•

•

x1 x1

x̄2

x̄2

x3

x3

x4

x4

x̄4

x̄4
x2

x2

x2

В полученной схеме 13 контактов и она (0, 1)-самокорректирующаяся.

Задача 3. Построить по КС Σ :

a b

•

•

•

•

•

•

x1

x̄1

x2 x4

x̄4

x̄2

x̄2

x3

x̄3

x2x2

эквивалентную ей КС, корректирующую 1 обрыв, и имеющую сложность не более 18.

Решение. Рассмотрим следующую подсхему в Σ :



a1 a2

•

•

•

•

x1

x̄1

x̄2

x̄2

x3

x̄3

x2x2

Это схема Кардо и она реализует линейную функцию x1⊕x2⊕x3⊕1. Эквивалентную ей схему, коррек-
тирующую 1 обрыв, можно построить добавлением всего 4 контактов, не влияющих на её проводимость:

a1 a2

•

•

•

•

x1

x̄1

x̄2

x̄2

x3

x̄3

x2x2

x̄3 x̄1

x3 x1

Нетрудно убедиться, что такая схема корректирует 1 обрыв.
Для коррекции 1 обрыва в исходной схеме Σ заменим подсхему Кардо на построенную выше схему

с добавлением четырех контактов, а остальные три контакта продублируем:

a b

•

•

•

•

•

•

x1

x̄1

x̄2

x̄2

x3

x̄3

x2x2

x̄3 x̄1

x3 x1

x2

x2

x4

x4

x̄4

x̄4

Полученная (1,0)-самокорректирующаяся схема имеет сложность 18.
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